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La tesi  cerca di fornire un approccio di analisi ad un robot manipolatore che riesca a 
semplificare la natura del problema trattato, senza comunque eludere la precisione 
richiesta in questo campo della robotica. 
 
L’intenzione è quella di trasmettere una visione complessiva del comportamento del 
robot analizzato, sia dal punto vista cinematico, sia dinamico e ciò richiede di 
considerare la consistente mole di dati che caratterizzano le caratteristiche progettuali 
del robot. 
 
L’elaborazione di questi dati avviene per mezzo di prodotti vettoriali, scalari, calcoli 
matriciali ed operazioni di derivazione. 
 
Il perimetro di indagine è stabilito in funzione dello scopo da raggiungere: in questo 
caso si tratta di fornire un metodo di analisi utile per capire le prestazioni del robot e 







Negli ultimi anni il rapido sviluppo del settore robotico ha portato alla luce nuovi settori 
di ricerca. Nell’ambito delle applicazioni industriali. Nell’ambito delle applicazioni 
industriali i robot paralleli costituiscono ormai una valida e comprovata alternativa alla 
classiche macchine seriali, soprattutto per quei compiti in cui sono richieste prestazioni 
in termini di dinamica, precisione e forze applicate al terminale. Questi tipi di robot sono 
tipicamente impiegati  in ambito medico, astronomico e delle fibre ottiche. Di notevole 
interesse risulta in ambito medico lo sviluppo di arti artificiali che supportano la 
deambulazione. Nel campo astronomico vengono impiegati per le loro doti di 
precisione nel posizionamento delle lenti dei telescopi e per le medesime doti di 
precisione vengono impiegati anche per l’allineamento delle fibre ottiche. In realtà le 
buone qualità sopra elencate, caratteristiche delle macchine a cinematica parallela, 
sono spesso penalizzate da altre problematiche quali equazioni dinamiche piuttosto 
complesse, un elevato accoppiamento dinamico tra le parti in movimento. Pertanto alla 
luce delle difficoltà citate risulta necessario fornire un metodo di analisi integrato come 
quello proposto in questo lavoro. 
I primi due capitoli contengono un insieme di informazioni che partendo dalla 
descrizione generica del mondo dei robot manipolatori paralleli restringono 
progressivamente la descrizione e l’analisi ai manipolatori di sola traslazione ed infine 
si giunge all’analisi del robot manipolatore 3-UPU. Riguarda a questo vengono 
presentate le caratteristiche dell’architettura, l’evoluzione storica , le caratteristiche 
peculiari che lo distinguono da qualsiasi altro robot manipolatore 3-UPU e le differenze 
sostanziali con un altro robot particolare :il manipolatore parallelo 3-UPU wrist . Dal 
terzo capitolo in avanti impiegando un’accuratezza piuttosto elevata si esegue tutta 
l’analisi cinematica di velocità evitando le approssimazioni; le uniche componenti 
trascurate riguardano l’attrito o imprecisioni strutturali. 
L’analisi cinematica viene compiuta relativamente a punti fondamentali del robot 
manipolatore come  il centro di massa della piattaforma mobile o i centri di massa dei 
membri che formano le tre catene cinematiche aperte; in particolare vengono messe in 
relazione le velocità di questi centri di massa con le velocità delle coordinate libere, che 
come verrà approfonditamente spiegato in seguito sono le velocità ai giunti prismatici. 
Successivamente nel quarto capitolo è affrontata l’analisi dell’accelerazione che per il 
numero di componenti in gioco risulta essere più complessa, ma utilizzando metodi 
simili all’analisi di velocità si riesce a raggiungere i risultati desiderati avvalendosi di 
tutte le proprietà delle matrici che sono presentate. 
 All’interno delle due analisi appena presentate viene proposta anche un’interessante 
dimostrazione sulle matrici di rotazione che si basa su principi geometrici e sull’utilizzo 
delle proprietà dei prodotti scalari e vettoriali. Le matrici hanno lo scopo di cambiare il 
sistema di riferimento rispetto al quale le diverse grandezze vettoriali passando da un 
sistema di riferimento fisso alla base ad un sistema solidale con il membro; questo 
saranno direttamente impiegate nel quinto capitolo. 
Quest’ultimo tratta dell’analisi dinamica svolta sul medesimo robot evidenziando le 
forze ed i momenti coinvolti di maggior interesse ai fini del calcolo delle prestazioni 
richieste per poter far realizzare una determinata legge di moto all’end-effector. Il 
metodo seguito è ridurre tutte le forze prese in considerazione sull’end-effector e poi 
procedere al calcolo delle forze ai giunti prismatici, che risultano essere i giunti attivi, 
mediante l’impiego di una matrice particolare, la matrice jacobiana. Infine le matrici di 
rotazione ed i tensori di inerzia impiegati anche nell’analisi dinamica servono per 
calcolare un’altra matrice particolare, la GIMRE che consente di ricavare alcuni indici 
importanti di prestazione dinamica. Infine vengono messi in risalto anche i limiti 




Robot manipolatori industriali 
1.Definizione e categorie di robot manipolatori industriali 
Il termine robot,riferendosi ad una macchina recente,è ancora piuttosto vago e  non vi 
è alcun accordo a livello internazionale su cosa esattamente si intenda con questo 
termine. 
Per il Robot Institute of America (R.I.A) con robot industriale si intende un manipolatore 
riprogrammabile, multifunzionale, progettato per spostare materiali, parti, utensili o 
apparati specializzati per mezzo di un moto variabile e programmato a seconda del 
compito da svolgere. 
Questa definizione è largamente accettata. 
La costruzione degli attuali robot è stata resa possibile dai velocissimi progressi 
dell’elettronica che hanno permesso la realizzazione dei circuiti di azionamento e 
controllo dei servomotori; contemporaneamente i progressi nella tecnologia di 
fabbricazione dei componenti elettrici hanno consentito la produzione di tali circuiti con 
costi relativamente contenuti. A questo proposito è da osservare che la struttura 
meccanica di un attuale robot era già realizzabile molti decenni prima.  
In Giappone secondo la  Japan  Industrial Association (J I R A) ed il Japanese 
Industrial Standard Committee (J I S) il robot è classificato secondo vari livelli di 
evoluzione: 
1) Manipolatori manuali: macchine che hanno funzioni simili a quelle del braccio 
umano,cioè muovono semplicemente gli oggetti nello spazio da un punto ad un altro. 
2) Dispositivi posizionatori (pick and place). 
3) Manipolatori programmabili a sequenza variabile : macchine uguali a quelle del 
punto 1) che però vengono “istruite” da un programma che può essere modificato entro 
certi limiti. 
4)Robot istruiti manualmente (Playback Robot): robot capaci di eseguire un’operazione 
in base ad informazioni memorizzate mediante l’intervento di un uomo. 
5)Robot controllati mediante un linguaggio di programmazione molto simili ai 
precedenti ai quali però le informazioni sul ciclo di lavoro da svolgere vengono fornite 
da un programma simile a quello di un calcolatore.   
6) Robot in grado di reagire al loro ambiente (Intelligent Robot ): robot in grado di 
determinare il loro comportamento per mezzo di una propria sensibilità e capacità di 
riconoscimento. 2 
 
Tuttavia tra Occidente e Giappone ad esempio c’è una differenza nel grado di 
versatilità attribuito ad un certo strumento che implica una diversa modalità di 
classificazione ,in particolare in Giappone si tende a considerare robot ciò che in 
Europa viene considerato manipolatore fisso perché non avente la flessibilità 
necessaria.  
 
2. Robot a cinematica seriale e parallela 
Fondamentalmente in ambito industriale i robot possono essere a cinematica seriale o 
parallela. 
Un meccanismo viene definito seriale se non si instaurano percorsi chiusi all’interno 
della sua catena cinematica; pertanto i vari membri risultano connessi in serie da giunti 
(tipicamente rotoidali , prismatici o universali),il dispositivo ha una parte fissa a telaio, 















I robot a cinematica parallela sono costruiti da catene cinematiche elementari chiuse 
che sostengono in parallelo uno stesso terminale ( piattaforma, end-effector, 
manipolatore). 
Le macchine parallele solitamente consistono in una piattaforma mobile che è 
connessa a telaio da varie gambe uguali in numero di membri e tipologia di giunti. 
Ogni gamba è controllata da un attuatore ed è possibile individuare più circuiti chiusi 
che connettono tra loro i vari componenti. 
Dal momento che il carico può essere suddiviso tra tutti gli attuatori i meccanismi 
paralleli possono avere un’elevata capacità di carico. 
Inoltre la rigidezza strutturale di un’architettura cinematica chiusa è intrinsecamente 
elevata e ciò si traduce in accuratezza di posizionamento del terminale. 
L’elevata rigidezza è accompagnata anche da una frequenza naturale molto elevata. 
Per ogni catena cinematica elementare è possibile posizionare un attuatore 
garantendo così masse in moto limitate a differenza del caso di robot seriali in cui ogni 
attuatore deve mobilitare le masse dei membri e degli attuatori interposti tra esso ed il 
terminale. Le basse masse in movimento consentono inoltre  di ottenere 
elevate accelerazioni all’end-effector. 
La grande maggioranza dei robot paralleli proposta ha tre o sei assi, motivo per cui 
vengono definiti tripodi o esapodi. 4 
 
Sono identificati dall’acronimo PKM,ossia Parallel Kinematics Machines oppure 
SPM,cioè Spatial Parallel Manipulators. 
Se gli attuatori sono bloccati il manipolatore diventa una struttura isostatica nella quale 
le catene cinematiche sostengono i carichi applicati alla piattaforma mobile.    
I manipolatori paralleli sono in grado di fornire un moto molto complesso all’end 
effector in modo flessibile con diversi gradi di libertà con l’utilizzo combinato di giunti 
rotoidali, sferici, prismatici ed universali. 
Infine è evidente come risultino particolarmente utili in applicazioni che richiedano alte 
prestazioni dinamiche (in termini di velocità e accelerazioni raggiungibili dall’elemento 
terminale ),oppure un alto standard di precisione data la possibilità di progettare 
meccanismi particolarmente rigidi. 
I robot paralleli sono usati come meccanismi di precisione in ambito industriale,medico, 
meccanico. 
Di particolare interesse risulta l’utilizzo di queste macchine per la riabilitazione medica, 










3. Vantaggi e svantaggi della struttura cinematica parallela 
 
Vantaggi della struttura cinematica parallela 
 
  Elevata capacità di carico 
  Elevata rigidezza 
  Frequenze naturali elevate 
  Attuatori posizionabili sul telaio 
  Basse masse in movimento 
  Elevate accelerazioni 
  Ottima accuratezza 
  Costruzione meccanica semplice e modulare 
 
 
Svantaggi della struttura cinematica parallela 
 
  Difficoltà di progettazione 
  Spazio di lavoro limitato e dalla geometria complessa 
  Bassa destrezza e singolarità interne allo spazio di lavoro 
  Complessità delle relazioni cinematiche 
  Sensibilità agli effetti termici 
  Difficoltà di calibrazione 
 
 
3.1 Approfondimento su progettazione e sulle problematiche dei PKM 
La progettazione di manipolatori paralleli è un tema di notevole interesse nell’ambito 
della ricerca sia per la scelta di una struttura appropriata per una data applicazione, sia 
per migliorare alcune delle caratteristiche peculiari. Infatti, con lo sviluppo e l’uso dei 
manipolatori paralleli in un’ampia gamma di applicazioni l’introduzione di criteri o di 
indici di caratteristiche risulta essere di interesse fondamentale. La scelta di un criterio 
è, infatti, motivata e dipende dal tipo di applicazione richiesta e dalle risorse disponibili. 
Ovviamente la scelta di un criterio determinerà dei risultati ottimali per una specifica 
applicazione, che potrebbero non esserlo per un’altra.  
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Il processo di progettazione può essere diviso in generale in quattro fasi : 
1.  definizione delle specifiche; 
2.  progetto concettuale; 
3.  sintesi dimensionale; 
4.  prototipizzazione e test; 
Questo iter progettuale spesso deve confrontarsi con le problematiche tipiche del 
mondo dei PKM alcune delle quali sono presentate di seguito. 
Nonostante presentino molti vantaggi, le macchine a cinematica parallela presentano 
anche  problematiche non completamente risolte. 
1.  SPAZIO DI LAVORO:La difficoltà principale nell’analisi dello spazio di lavoro di 
un robot parallelo risiede nel fatto che,poiché le locazioni del dispositivo 
terminale dipendono dal suo orientamento, una rappresentazione completa del 
suo spazio di lavoro può essere fornita solo nello spazio esa-dimensionale, per 
il quale non c’è alcuna rappresentazione grafica. Normalmente ne vengono 
rappresentati alcuni sotto-spazi quali quello corrispondente ad un assegnato 
orientamento (costante) oppure viceversa l’insieme degli orientamenti ottenibili 
in un particolare punto assegnato, oppure l’insieme dei punti raggiungibili dal 
dispositivo terminale a prescindere dal suo orientamento ed altri ancora. Anche 
lo studio delle singolarità dello spazio di lavoro, particolarmente complesso, ha 
rilevanza notevole per la progettazione delle macchine e per la loro 
programmazione. 
2.  RELAZIONI CINEMATICHE : I problemi della cinematica diretta hanno un 
immediato impatto sulla sensorizzazione delle macchine; infatti l’utilizzo di un 
numero di sensori pari a quello degli attuatori per misurare gli spostamenti degli 
arti non consente di distinguere la posa effettiva della macchina dalle varie 
soluzioni teoricamente ammissibili. L’alternativa di utilizzare più sensori di 
quanto strettamente necessario elimina l’indeterminazione cinematica ma 
introduce la necessità di gestire una ridondanza di informazioni sensoriali. Il 
problema cinematico diretto diventa molto complesso per i PKM tanto che non 
si è in grado di determinare aprioristicamente quante soluzioni ammette il 
problema.    
3.  PIANIFICAZIONE DELLA TRAIETTORIA: Questo problema può essere 
espresso nei seguenti termini: determinare se assegnata una traiettoria tra due 
pose questa giace completamente nello spazio di lavoro e se è esente da 
singolarità ed in caso negativo trovare una traiettoria alternativa. Per macchine 
ridondanti sarebbe utile poter utilizzare il grado di libertà in eccesso per 
garantire la fattibilità della traiettoria assegnata o per poter superare le eventuali 7 
 
singolarità, magari tramite l’ottimizzazione di un indice di prestazione(per 
esempio l’accuratezza totale oppure il consumo energetico o altri ancora). 
4.  CALIBRAZIONE: Un importante punto di forza delle macchine a cinematica 
parallela  riguarda il fatto che errori “elevati” sui giunti si traducono in errori 
“moderati” sulla posizione ed orientamento della piattaforma, tuttavia questo 
può rilevarsi un grave problema per le relazioni inverse utilizzate negli algoritmi 
di calibrazione ed inoltre si ha una notevole sensibilità del processo di 
calibrazione nei confronti degli errori di misura. 
5.  ANALISI DELLE PRESTAZIONI: Le prestazioni delle macchine a cinematica 
parallela sono fortemente dipendenti dalle dimensioni del robot e dalla sua posa 
corrente. Per esempio, la rigidezza di un manipolatore è molto diversa se 
valutata in pose differenti, così come è molto sensibile alla geometria del robot, 
anche a parità di architettura e di spazio di lavoro. Come già detto sono 
necessari strumenti di simulazione molto potenti per poter risolvere già in fase 
di progettazione i problemi più complessi. 
6.  PROGETTAZIONE MECCANICA : Non sono ancora disponibili approcci 
sistematici per lo studio del posizionamento dei giunti e degli attuatori, cosa 
critica da molti punti di vista, tanto più che la riconfigurabilità dei robot sembra 
poter essere un aspetto vincente di questa tecnologia, consentendo di 
cambiare la struttura cinematica della macchina (per esempio spostando dei 
giunti) per migliorare le sue prestazioni nell’esecuzione del compito corrente. 
Infine gli stessi giunti diventano un componente fondamentale per questo tipo di 
strutture, in quanto dalle loro caratteristiche dipende la mobilità complessiva di 













4. Cenni storici 
 
Il primo articolo sul tema risale al 1813 ed è stato scritto dal matematico Cauchy che 
era interessato al possibile moto di un ottaedro articolato; tale macchina fu poi costruita 
nel 1947 da Gough, un ingegnere aeronautico, che la utilizzò per la movimentazione di 
pneumatici durante l’esecuzione di test dinamici finalizzati allo studio dell’usura, Fig. 
1.5 (Gough e Whitehall, 1962): egli è normalmente considerato il primo ad aver 







Figura 1.5. Fotografia della piattaforma di Gough per il test di pneumatici   
 
 
Nel frattempo, però, Pollard, un ingegnere automobilistico, brevettò (1942) un 
dispositivo di verniciatura caratterizzato da una struttura cinematica chiusa: questo 
meccanismo, chiamato Tripode perché costituito da 3 “arti”, in realtà non fu mai 9 
 
costruito ma viene normalmente considerato la prima proposta di un robot parallelo ed 
il suo concetto è stato sviluppato in molte realizzazioni moderne. 
 
Nel 1965 fu pubblicato un importante articolo da Stewart (1965), che propose 
l’adattamento dell’esapode di Gough come simulatore di volo (vedi Fig. 1.6):già in 
questo momento apparvero chiare al mondo scientifico le grandi potenzialità di questa 
nuova tipologia di meccanismi, tanto che vennero subito chiamati Piattaforme di 
Stewart dal nome del suo ultimo proponente, anche se la loro struttura cinematica è 
spesso più simile allo schema originale di Gough di Fig. 1.5. L’effettivo sviluppo della 
tecnologia fu però frenato dalla grande complessità delle relazioni cinematiche, che 
rendevano difficoltoso lo studio dei meccanismi e quasi impossibile la realizzazione di 









Figura 1.7 Il primo simulatore di volo a metà degli anni ‘60 
 
Un reale interesse industriale per questo tipo di macchine si manifestò a partire dalla 
fine degli anni ’80. Nel 1994 uno degli eventi della esposizione di macchine utensili di 
Chicago fu il Variax, robot di fresatura della Giddings and Lewis (attualmente non più in 
produzione) che presentava una cinematica parallela 6 SPS. 
Pertanto ci vollero pertanto 30 anni perché la primitiva idea proposta di Stewart nel suo 
articolo del 1965 arrivasse a vedere una effettiva realizzazione industriale. 
Da allora la produzione di nuove macchine a cinematica parallela è andata 
progressivamente aumentando, come testimoniano le recenti fiere di Hannover delle 
macchine utensili. 
 
Arrivando fino ai giorni più recenti, alla EMO di Milano del 1995, fiera sulle macchine 
utensili, solo la Geodetic era rappresentata, all’IMTS di Chicago l’anno successivo 
erano presenti anche macchine della Giddings and Lewis e della Ingersoll, mentre 
all’EMO di Hannover del 1997 ci furono 11 macchine parallele; gli anni successivi, 
anche se purtroppo non abbiamo dati precisi, questa tendenza si è andata ancora 
intensificando. 
 
Infine, è significativo ricordare le due persone che sono state insignite nel 1999 del 
prestigioso premio Golden Robot Award, in quanto delineano le attuali linee di sviluppo 
delle macchine parallele: il primo vincitore è il Professor Reymond Clavel, Direttore 
dell’Institut de Systèmes Robotiques della Ecole Polytechnique Fédérale di Losanna in 
Svizzera, che sviluppando ricerche nel campo dei robot per lavorazioni a brevissimo 11 
 
tempo ciclo (accelerazioni fino a 50 g e risoluzioni migliori di 0.1 µm) ha inventato negli 
anni ’80 il Delta, dapprima realizzato su licenza dalla 
svizzera Demaurex Robotique & Microtechnique e poi ceduto ad altre importanti 
società come la ABB Flexible Automation, che lo realizza con il nome di FlexPicker , la 
Hitachi che lo utilizza come macchina per la foratura di precisione; il secondo vincitore 
ex-aequo del premio è risultato Karl-Erik Neumann, Presidente e fondatore della 
svedese Neos  Robotica ed inventore del  robot Tricept : il primo modello è stato 
costruito nel 1989, ma solo nel 1992 è potuto divenire una realtà commerciale, quando 
gli è stata abbinata la potenza del controllo multi-processore della Comau. Il Tricept, 
che è oggi venduto dalla SMT Tricept e dalla ABB Flexible Automation, è capace di 
esercitare forze massime fino a 45 kN con ripetibilità migliori di 0.03 mm: era stato 
sviluppato per l’assemblaggio forzato e di precisione ma le sue attuali applicazioni 












5. Le applicazioni più comuni dei robot paralleli 
I robot a cinematica parallela possono essere utilizzati come: 
1. Macchine utensili 
2. Robot di assemblaggio veloce, packaging, manipolazione 
3. Robot per assemblaggio con forzamento 
4. Dispositivi di posizionamento 
5. Dispositivi di puntamento 
6. Simulatori di volo 
7. Robot per applicazioni chirurgiche e medicali 
8. Dispositivi per la deambulazione 
9. Dispositivi aptici e per la guida in tele-manipolazione 
10. Robot per la micro-manipolazione (MEMS) 




5.1 Il mondo della ricerca attuale ed i PKM 
Oggi il mondo della ricerca è concentrato a sviluppare le funzionalità dei PKM per il 
posizionamento micro e nanometrico utilizzato dal campo della chirurgia a quello dei 
microscopi a scansione ed all’allineamento di fibra ottica. 
In questo senso si cerca di  sfruttare i punti di forza dei PKM in quelle applicazioni in 
cui il limitato spazio di lavoro non risulta essere un problema. 
Nelle applicazioni di nanoposizionamento in alta velocità un vantaggio dei PKM è 
l’inerzia piuttosto bassa che porta a frequenze di risonanza più basse, ad una risposta  
più veloce ed ad una velocità di scansione più alta. Un altro vantaggio è il controllo 
attivo della traiettoria su scala nanometrica . 









  Posizionatore con sei gradi di libertà e precisione nanometrica.  
Applicazione: microscopio a scansione.  
 
 
Nel campo dell’astronomia questa tipologia di robot viene impiegata per le medesime 
caratteristiche nel posizionamento delle lenti dei telescopi oppure un manipolatore di 
questo tipo ha trovato collocazione in un satellite in virtù della possibilità di compiere 






  Progetto di un 3-DOF a cinematica parallela Tip/Tilt/Z posizionatore di lenti 
(3 attuatori and 4 sensori).  
 
 
Dalla metà degli anni ’90 il Fraunhofer Institute for Manufacturing Engineering and 
Automation propose l’idea del surgical robot, cioè del robot chirurgico. 
Si scelse un robot esapode per la versatilità del movimento consentito e del fatto che il 








  Il robot M-850 esapode come robot medico. 
Mentre le applicazioni sopra riportate richiedono forze relativamente grandi, 
nell’allineamento di componenti fotonici è richiesta una più alta precisione. Dopo aver 
sviluppato un certo numero di sistemi seriali per l’allineamento di fibre negli anni ’80 e 
’90 ci si accorse che i robot paralleli esapodi sarebbero stati più idonei in questa 
funzione per la loro ripetibilità multi asse di 100 nm e anche per la più alta risoluzione. 
Nell’allineamento delle fibre ottiche gli intervalli sono molto piccoli. Le parti che devono 
essere allineate sono molto leggere: si tratta di fibre, guide d’onda, diodi. Mentre i 
sistemi convenzionali di allineamento continuavano ad essere basati su fasi rotative e 
lineari a pila con motori sempre più grossi alcuni ingegneri hanno trovato nell’esapode 
una soluzione per superare le limitazioni di questi progetti  impilati (accumulo di errori 
di guida, un’alta inerzia che causava lunghi tempi di stabilizzazione, problemi di 
disposizione dei cavi con fino a cinque passaggi di cavi che riducevano l’accuratezza e 
la ripetibilità, problemi di stabilità termica causati da una grande quantità di energia 
elettrica richiesta per raggiungere accelerazioni e decelerazioni sufficienti con un 
sistema pesante).La bassa inerzia del progetto dell’esapode fu ideale per i 
collegamenti delle fibre ottiche. La velocità lineare non è un problema perché il moto 
lineare è approssimativamente inesistente quando si viene ad allineare aree che sono 
misurate in 
2 m  . La veloce risposta ed il breve tempo di stabilizzazione è ciò che 
conta. Inoltre spesso vengono richieste rotazioni attorno ad un punto fisso specificato 
dall’utente: i sistemi a cinematica seriale operano con intervalli di rotazione a raggio 
fisso, mentre con gli esapodi il punto fisso è totalmente virtuale, un prodotto del 
progetto della struttura cinematica e degli algoritmi di controllo. Perciò non ci sono 15 
 
passaggi di cavo così che viene ridotto l’attrito, la complessità e la possibilità di 
fallimento nella connessione. 
Le misure compatte sono un altro grande vantaggio che facilita l’integrazione del 
motore di allineamento nella stazione automatizzata. 
Le proprietà dinamiche furono migliorate poiché possono essere impiegati montanti 
molto leggeri. Quindi due fondamentali sono stati: 
  una più alta precisione, poichè il movimento ai giunti è meno soggetto ad 
attrito ed a giochi;  
  una più facile manutenzione e riduzione del downtime , poichè la 

















6. Robot manipolatori TPM 
 
Il robot manipolatore considerato nei prossimi capitoli è del tipo TPM, acronimo che sta 
ad indicare un tipo di robot nel quale la piattaforma mobile ha solo i gradi di libertà 
relativi alla traslazione. 
Questa categoria di robot presenta particolari caratteristiche. 
 
Considerati ng il numero di gambe aventi ni gradi di libertà,la singola gamba verrà 
indicata con T ni  possedendo ni gradi di libertà ne sottrae 6 – ni dalla piattaforma. 
Sono diverse le possibili combinazioni di gambe che portano ad una configurazione di 
tipo TPM tra cui: 
una gamba T3 (elimina le tre rotazioni); 
una gamba T4 (elimina due rotazioni); 
una gambe T5 (ognuna elimina una rotazione). 
 
Per ottenere buone caratteristiche dinamiche e di resistenza è necessario che il 
manipolatore possegga almeno tre gambe, in modo tale che vi siano almeno due 
catene chiuse e  così i tre motori possano essere montati sulla base. 
 
Le condizioni topologiche e geometriche che le gambe devono rispettare sono : 
ogni gamba deve concedere alla piattaforma almeno tre gradi di traslazione; 
nessuna coppia cinematica di una gamba deve consentire alla gamba stessa un grado 
di libertà che essa deve togliere alla piattaforma. 
Segue da quanto esposto che non possono sussistere accoppiamenti sferici e che le 
coppie rotoidali non devono avere asse parallelo alla direzione dell’asse attorno al 
quale la rotazione deve essere bloccata; non si hanno invece a livello teorico vincoli nel 
posizionamento delle coppie prismatiche. 
 
Le principali architetture di manipolatori di tipo TPM topologicamente classificati sono: 
1.  T3 TPM: è composto da tre gambe di tipo T3, ognuna delle quali comprende tre 
coppie di tipo prismatico ad assi linearmente indipendenti. Si tratta di un 
meccanismo iperstatico essendo ogni vincolo ripetuto tre volte. Possedendo le 
gambe solo coppie prismatiche, è impedita alla piattaforma ogni possibilità di 
ruotare, pertanto questa tipologia è esente da singolarità; 
2.  T4 TPM: è costituito da tre gambe di tipo T4, ognuna delle quali consente alla 
piattaforma la rotazione secondo un unico asse (wi). Pur apparendo come un 
meccanismo iperstatico, dato che ogni gamba elimina due gradi di libertà , in 17 
 
definitiva vengono eliminati solamente tre gradi di libertà. Considerando che, 
per quanto esposto sopra , una gamba di tipo TPM non può possedere coppie 
rotoidali ad asse parallelo a quello della rotazione da vincolare, tali assi devono 
necessariamente essere paralleli alla direzione wi la quale in questo modo 
rimane costante durante il moto; inoltre il numero di coppie rotoidali può essere 
di due o tre. Risulta necessario osservare che, siccome la geometria della 
gamba consente la rotazione solo attorno a wi e l’orientazione degli assi rimane 
costante durante il moto, assemblando due gambe in modo tale che wh sia 
diverso da wk, una gamba blocca la rotazione consentita all’altra e quindi in 
definitiva la piattaforma non può ruotare: sotto quest’ultima ipotesi non si hanno 
quindi configurazioni di singolarità. 
3.  T5 TPM : le tre gambe di tipo T5 eliminano ognuna una rotazione attorno 
all’asse coincidente con lo sviluppo longitudinale della gamba stessa. Grazie a 
particolari configurazioni dei giunti è possibile anche in questo caso eliminare 
tutte le rotazioni. 




Di seguito viene presentato un elenco di termini che saranno citati all’interno del lavoro 
e non esplicitamente spiegati oppure che fanno comunque parte dell’area tematica 
della robotica parallela. 
Meccanismo: sistema di corpi progettato per convertire il moto di alcuni membri su altri 
membri o per trasmettere forze ai membri medesimi. 
Meccanismo sferico : meccanismo nel quale i punti dei suoi link descrivono traiettorie 
che appartengono a sfere concentriche. 
Macchina : sistema meccanico che esegue un compito specifico come deformare un 
materiale o traferire e trasformare moti o forze. 
Manipolatore: una macchina il cui meccanismo di solito consiste in una serie di membri 
snodati o scorrevoli l’uno rispetto all’altro con lo scopo di afferrare o muovere oggetti, 
sia materiali, sia strumenti, con diversi gradi di libertà. 
Può essere controllato da un operatore, da un controllore programmabile 
elettronicamente o da qualche sistema logico.   
Catena cinematica: insieme di link collegati tramite giunti opportuni. 
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Piattaforma di Gough-Stewart  : meccanismo parallelo con sei gradi di libertà e con sei 
catene cinematiche identiche composte da un giunto universale, da uno prismatico 
attuato e da un giunto sferico. 
Meccanismo completamente parallelo: meccanismo parallelo con end-effector con n 
gradi di libertà connesso alla base da n catene cinematiche indipendenti, ognuna 
avente un solo giunto attuato. 
Meccanismo parallelo ibrido: Meccanismo parallelo con un end-effector con n gradi di 
libertà connesso alla base da m (m < n ) catene cinematiche indipendenti, ognuna 
avente uno o più giunti attuati. 
Meccanismo  parallelo di orientamento o meccanismo parallelo a polso sferico: 
meccanismo  parallelo per il quale tutti i punti della piattaforma mobile descrivono 
traiettorie localizzate su sfere concentriche. 
Posa(pose): posizione ed orientamento della piattaforma mobile. 
Configurazione : posizione ed orientamenti di tutti i link e della piattaforma mobile. 
Coordinate articolari: Le variabili che descrivono i giunti attuati. 
Coordinate generalizzate: le variabili che descrivono la posizione della piattaforma 
mobile. 
Cinematica Diretta : il problema di trovare le coordinate generalizzate a partire da 
quelle articolari. 
Cinematica Inversa : il problema di trovare le coordinate articolari a partire dalle 
generalizzate. 
Spazio di lavoro completo : l’insieme di tutte le posizioni raggiungibili dalla piattaforma 
mobile. 
Sottoinsieme dello spazio di lavoro : un sottoinsieme dello spazio di lavoro completo. 
Spazio di lavoro con orientamento costante: l’insieme di tutte le posizioni raggiungibili 
da un generico punto C sulla piattaforma quando la piattaforma è mantenuta con 
orientamento costante. 
Spazio di lavoro con orientamento: l’insieme di tutti gli orientamenti raggiungibili della 
piattaforma  tenendo C fisso rispetto ad un sistema di riferimento solidale con la base. 
Spazio di lavoro con orientamento proiettato: l’insieme di tutte le direzioni raggiungibili 
da un vettore fisso alla piattaforma mobile e passante per il punto C fisso nel sistema di 
riferimento solidale alla base. 
Spazio di lavoro massimo: l’insieme di tutte le posizioni raggiungibili da un punto C per 
almeno un orientamento della piattaforma mobile. 
Spazio di lavoro destro : l’insieme delle posizioni che possono essere raggiunte da un 
punto C con tutti gli orientamenti della piattaforma mobile. 19 
 
Spazio di lavoro dinamico: l’insieme di tutte le posizioni raggiungibili e di tutte le 
accelerazioni della piattaforma mobile. 
 
 















Manipolatore parallelo 3-upu 
 
1.L’evoluzione verso il 3-UPU 
 
Figura 2.1 Robot 3-UPU 
 
 





I manipolatori paralleli con gradi di libertà in numero limitato,ossia da due a cinque, 
sono soprattutto apprezzati per la loro struttura più semplice e per i costi di produzione 
più bassi. 
In particolare molti studiosi hanno approfondito gli studi per quanto concerne i 
meccanismi paralleli che hanno come output solo traslazioni. 
Da queste ricerche nuovi tipi di robot sono stati sviluppati. 
Nel 1988 il Delta Robot fu la prima proposta di un 3-DOF manipolatore parallelo che 
produce solo traslazioni nello spazio. 
Il progetto fu ideato ,come già detto, da Reymond Clavel, docente alla École 
Polytechnique Fédérale de Lausanne , al quale venne la brillante idea di impiegare la 
figura geometrica del parallelogramma per costruire un robot parallelo in grado di 
compiere solo traslazioni . 
Un parallelogramma permette ad un output link di conservare una orientazione fissa 
rispetto all’input link, perciò combinando tre parallelogrammi è possibile togliere alla 
piattaforma mobile i gradi di libertà relativi alle rotazioni alla quale rimangono solo i tre 
gradi di libertà relativi alla traslazione. 
Gli input link dei tre parallelogrammi sono posizionati su un sistema di leve rotanti 
attraverso accoppiamenti rotoidali che sono attuati in due differenti modi:con motori 
rotazionali o con attuatori lineari. 
L’utilizzo di attuatori montati sulla base consente alla piattaforma mobile di raggiungere 
accelerazioni fino a 50g in ambito sperimentale e comunque 12 g nelle applicazioni 
industriali. 
Questo consente al Delta Robot di essere un perfetto candidato per le operazioni pick 
and place di oggetti leggeri(da 1 kg a 10 kg). 
 I delta robot disponibili sul mercato operano tipicamente in uno spazio di lavoro 
cilindrico con un diametro di 1 m ed un’altezza di 0,2 m. 





Figura 2.3 Schema del delta robot. 
 
 
Nel suo brevetto Appleberry descrive veramente un nuovo manipolatore di sola 
traslazione con una struttura di tipo 3-URU, Universal-Revolute-Universal joint cioè le 
tre catene cinematiche aperte che collegano la piattaforma fissa(base) alla piattaforma 
mobile(moving platform) hanno i membri collegati da un accoppiamento universale 
tipicamente caratterizzato da due coppie rotoidali , da un accoppiamento rotoidale e di 
nuovo da un accoppiamento universale. 
 
 
Nel 1996 Lung.Wen Tsai presentò un 3-UPU manipolatore parallelo di sola traslazione 
che era stato leggermente modificato da quello di Appleberry in quanto non era più 
sovravincolato, questo ha tre collegamenti ,ogni collegamento ha 5 gradi di libertà. 
Ogni collegamento comprende un giunto prismatico attuato con due giunti universali 
alle estremità. 
La specifica disposizione degli assi di rotazione dei giunti universali, come mostrato 
nella figura sotto, garantisce l’impossibiltà di mutamenti di orientamento della 








Figura 2.4. Il meccanismo parallelo  3-UPU  : (a) il meccanismo 3-UPU generale; 
 (b) il meccanismo  3-UPU di sola traslazione.  
 




Figura 2.5 Il giunto cardanico 
 
Il giunto cardanico o giunto di Cardano è un quadrilatero articolato spaziale. Esso 
permette di trasmettere il moto tra due assi in rotazione i cui prolungamenti sono 
incidenti in un punto. 
L’invenzione di questo tipo di giunto risale almeno al III secolo a.C., ad opera di 
scienziati greci come Filone di Bisanzio , fu riscoperto nel 1545, dall’opera del 
matematico italiano Gerolamo Cardano (1501-1576). 
È costituito (oltre che da gli assi tra cui si trasmette il moto, i quali non fanno parte 
propriamente del giunto) da due coppie rotoidali disposte su un stesso membro piegato 24 
 
a 90°, ognuna su un lato, collegata ad un asse. Questo elemento centrale, spesso a 
forma di croce, è detto crociera. 
 
 
Figura 2.6                                                       Figura 2.7                
Il giunto cardanico non è omocinetico quindi la velocità angolare ω2 dell’albero 
condotto varia periodicamente rispetto alla velocità angolare ω1 dell’albero motore. 
Il rapporto di trasmissione,cioè il rapporto tra le velocità angolari dell’albero condotto e 
dell’albero motore, è espresso dalla formula: 
Il rapporto di trasmis sione, cioè il  
α è l’angolo formato dall’asse dei due alberi e θ è l’angolo di rotazione dell’albero 
conduttore, a partire dalla posizione in cui l’asse della crociera a esso collegata è 
normale al piano degli assi dei due alberi.  
Nelle analisi fatte di seguito il giunto Cardanico viene ridotto a due accoppiamenti 
rotoidali per facilitare l’interpretazione. formula: 
 
1.2 Il giunto prismatico 
Il giunto prismatico ha il compito di restringere il moto relativo tra due link 
consecutivi ad una traslazione lungo un’asse. Nell’architettura del 3-UPU 
considerato il giunto prismatico consente una traslazione lungo l’asse coincidente 
con la direzione dei due membri collegati che risulta essere la stessa per entrambi. 25 
 
In questo caso questa tipologia di giunto risulta essere quella attivo, cioè attuato. 
La conseguenza cinematica di questo è che le coordinate libere di velocità ed 
accelerazione esaminate nei successivi capitoli sono espresse in termini di 
allungamento dei link. Infine essendo i giunti prismatici gli unici giunti attuati, i giunti 
cardanici saranno dei giunti di tipo passivo. 
 
 
2. Proprietà del 3-UPU di sola traslazione 
 
Figura 2.7 Il manipolatore parallelo di sola traslazione di Tsai.  
 
Nonostante i  grandi vantaggi di un classico manipolatore parallelo con  sei gradi di 
libertà come la piattaforma Stewart hanno il difetto di uno spazio di lavoro limitato, 
complesso progetto meccanico ed una più difficile generazione del moto ed il controllo 
dovuto alla loro complessa analisi cinematica. 
Nel tentativo di superare queste ed altre limitazioni del manipolatore a sei gradi di 
libertà molti ricercatori hanno studiato molti progetti alternativi. 
I giunti universali sono passivi e solo i giunti prismatici sono attuati,perciò sono anche 
detti giunti attivi. 
Il fatto che questi meccanismi siano costituiti solo da giunti universali e prismatici è 
motivo di interesse per la produzione. 26 
 
Tsai fu il primo ad osservare che se gli assi dei giunti sono disposti in maniera tale da 
soddisfare alcune condizioni il meccanismo 3-UPU subirà solo un moto di pura 
traslazione. 
Di Gregorio esplora le condizioni all’interno delle quali il più generale 3-RRPRR che 
include il meccanismo 3-UPU in grado di trasmettere solo moto traslatorio alla 
piattaforma mobile. 
Esperimenti con i prototipi fisici di due rappresentazioni dei progetti del manipolatore 3-
UPU tuttavia rivelano che quando i giunti prismatici sono bloccati il meccanismo si 
comporta come se avesse una serie di gradi di libertà aggiuntivi e non come una 
struttura rigida come previsto dall’analisi cinematica. 
1.I tre assi di rotazione delle coppie rotoidali connesse alla base ,come pure, i tre assi 
alla piattaforma sono complanari e si intersecano in tre punti . 
I punti formano un triangolo alla base che è simile a quello corrispondentemente 
formato alla piattaforma. 
2.I due assi di rotazione intermedi di ogni collegamento sono paralleli tra loro e 
perpendicolari al link stesso.  
Visto che un giunto universale è formato da due giunti rotoidali si può assumere che il 
meccanismo sia del tipo RRPRR.  
Partendo dalla base consideriamo il vettore unitario sji passante lungo l’asse  
dell’ i-esimo giunto dell’i-esimo arto e θji  il corrispondente angolo. 
Quindi si può calcolare la velocità angolare della piattaforma

p   come: 
i i i i i i i i
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Per far sì che la piattaforma non cambi il suo orientamento è sufficiente montare il 
meccanismo in modo che i quattro giunti rotoidali soddisfino le seguenti condizioni 
geometriche. 
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Cioè il manipolatore va assemblato in 
modo che : 
1.  L’asse del primo giunto sia parallelo all’asse dell’ultimo; 
2.  Gli assi dei due giunti intermedi siano paralleli tra loro; 27 
 
Possiamo osservare che il vettore della velocità angolare della piattaforma mobile è 
vincolato in un piano il cui vettore normale è definito dal prodotto vettoriale  i i s s 2 1  . 
Quindi ogni arto impone un vincolo alla rotazione istantanea della piattaforma. 
La combinazione dei tre arti elimina completamente le rotazioni istantanee della 
piattaforma. 
Quindi ogni manipolatore parallelo di tipo 3-RRPRR i cui giunti soddisfano le condizioni 
elencate sopra risulterà essere un manipolatore traslazionale, ossia con moto di pura 
traslazione. 
 




Figura 2.8 3-UPU di sola rotazione 
 
Recentemente Karouia e Hervè hanno cercato degli SPM con tre link uguali che 
permettono alla piattaforma mobile di compiere dei moti sferici infinitesimi. 
Questa è una condizione necessaria per garantire che la piattaforma compia un moto 
sferico finito,in questo caso si definisce come un manipolatore parallel wrist, dove wrist 
rende l’analogia con il moto del polso umano. 
I due ricercatori individuarono nel manipolatore di tipo 3-UPU con determinate 
condizioni un’architettura di tipo parallel wrist. 
Le condizioni sono le seguenti: 28 
 
  i tre assi di rotazione delle coppie rotoidali fisse alla piattaforma mobile devono 
convergere in un punto appartenente alla piattaforma  (manufacturing 
condition); 
  in ogni catena gli assi di rotazione delle coppie intermedie devono essere 
paralleli tra loro e perpendicolare all’asse che collega i due giunti universali 
(manufacturing condition); 
  il punto della piattaforma mobile localizzato all’intersezione degli assi di 
rotazione deve coincidere con l’intersezione degli assi di rotazione delle coppie 
rotoidali della piattaforma fissa (mounting condition); 
Con queste condizioni si è pervenuti a dimostrare che l’architettura non consente solo 





















Le configurazioni che causano una diminuzione del rango della matrice Jacobiana J 
sono dette singolarità cinematiche. 
In corrispondenza delle singolarità : 
1. si ha una perdita di mobilità della struttura; 
2. possono esistere infinite soluzioni al problema cinematico inverso; 
3. velocità ridotte nello spazio operativo possono causare velocità molto elevate 
nello spazio dei giunti. 
 
Per quanto riguarda il robot 3-UPU di sola traslazione è rilevante evidenziare due 
condizioni di singolarità che si verificano in presenza di particolari architetture della 
piattaforma: 
      1. Quando due arti sono paralleli tra loro il meccanismo guadagna un grado di   
          libertà. Questa singolarità strutturale si verifica quando la distanza tra i punti fissi      
          alla base è uguale alla distanza tra i punti fissi alla piattaforma mobile ed anche  
          le lunghezze dei link sono congruenti tra loro. 
       
       2. Quando tutti e tre gli arti sono paralleli tra loro la piattaforma guadagna due  
gradi di libertà. Anche in questo caso si tratta di una singolarità strutturale che  
      si verifica quando la geometria della piattaforma mobile è identica a quella della       
            base fissa e le tre lunghezze dei link sono uguali. 
            Con tutti gli attuatori bloccati la piattaforma può muoversi lungo una superficie  
sferica. 
Le singolarità possono essere derivanti da : 
 1. Singolarità da cinematica inversa: questa comporta che spostamenti infinitesimi 
della base mobile lungo certe direzioni non sono ottenibili. Il meccanismo perde uno o 
due gradi di libertà. Dall’altro lato, in un punto di singolarità di questo tipo, il 
meccanismo può resistere a forze e momenti lungo certe direzioni con forze e coppie 
nulle negli attuatori. 
2.Singolarità da cinematica diretta : la piattaforma mobile possiede un moto infinitesimo 
in qualche direzione mentre tutti gli attuatori sono immobili , quindi la piattaforma 
guadagna uno o più gradi di libertà. In altre parole in questo tipo di singolarità il 
meccanismo non può resistere all’applicazione di forze o momenti lungo certe direzioni 
qualsiasi sia il valore di forze e momenti applicati agli attuatori. 30 
 
CAPITOLO 3 
Analisi cinematica di velocità 
 
                                                                
 
 




La figura 3.1 rappresenta una stilizzazione del robot oggetto di analisi, in questo modo 
le analisi cinematica e dinamica di seguito riportate subiscono una semplificazione. 
Per arrivare a questo si assumono le seguenti ipotesi: 
1. la base e la piattaforma mobile sono due triangoli equilateri, ogni angolo interno 
misura quindi 60º; 
2.i triangoli sono inscrivibili in due circonferenze distinte, la base è inscritta in una 
circonferenza di raggio R, mentre la piattaforma mobile è inscritta in una circonferenza 
di raggio r; 











Da queste assunzioni si giunge alla seguente conclusione: 
il sistema studiato è riconducibile ad un sistema analogo in cui è presente una base 
fissa inscritta in una circonferenza di raggio (R-r) collegata mediante tre link ad un 
punto che è in grado di muoversi nello spazio. 
Questo punto risulta essere coincidente con l’end effector. 
 
2.Relazioni cinematiche 
L’ analisi cinematica di seguito riportata viene ricavata esplicitando i termini contenuti 
all’interno di relazioni che legano le velocità di allungamento dei link con le velocità di 
alcuni punti di particolare interesse. 
Primo tra tutti in questo senso risulta essere l’end effector che con il suo moto deve 
adempiere alla funzione per la quale il robot stesso è stato costruito. 
La relazione risulta essere: 
. .
q H G p p   
p
.
G  è la velocità dell’end-effector. 
.
q è il vettore velocità di allungamento dei link, dette anche velocità delle coordinate 












1 L L L . 
p H  è la matrice che mette in relazione le velocità delle coordinate libere con l’end-
effector. Prende il nome di matrice Jacobiana. 
 
Altre relazioni di interesse risultano essere quelle relative ai centri di massa dei membri 
che costituiscono le catene cinematiche aperte: 
. .
q H G ij ij   
ij
.
G è la velocità dei centri di massa dei membri della catena cinematica aperta. I pedici 
indicano a quale membro appartiene il centro di massa, in particolare il primo pedice 
indica a quale catena cinematica si sta facendo riferimento (1,2,3), mentre il secondo 
pedice indica quale dei due membri della catena cinematica si sta prendendo in 
considerazione, se identificato con 1 indica il membro direttamente collegato alla base, 
se indentificato con 2 indica il membro direttamente connesso all’end-effector. 
.
q L ω ij ij    32 
 
In questo caso viene presa in considerazione la velocità angolare dei centri di massa. 
Infine esiste anche un’altra relazione che tuttavia nella fattispecie non viene presa in 
considerazione visto che l’analisi riguarda un robot di pura traslazione, ma che a livello 
generale è comunque utilizzata: 
.
q L ω p p   
 
Di seguito è proposta una figura che riporta i termini cinematici affrontati relativi ad una 
delle tre catene cinematiche che costituiscono il robot. 
 
 
Figura 3.2 Velocità dei centri di massa dei membri di una di una delle tre catene 
cinematiche 
La figura sotto riportata invece rappresenta le velocità riguardanti l’end-effector  p G . 
Figura 3.3 Contributi di ciascun link alla velocità dell’end-effector (presentata solo la 
parte in prossimità del vertice della piramide) 
Gi1 
Gi2 
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3. Procedimento geometrico per il calcolo di Hij, Hp ed Lij 
Convenzioni: 
1.  La base e la piattaforma mobile sono due triangoli equilateri. 
2.  Per semplicità posso ridurre le dimensioni della piattaforma mobile ad un 
punto: la piattaforma mobile viene ridotta al solo end-effector ( p G ). 
3.  Definisco A,B,C i tre punti appartenenti alla piattaforma fissa. 
 
3.1Spiegazione 
Ipotizzando di conoscere la velocità di allungamento di un link posso calcolare gli effetti 
di questa su tutti e tre i link. 
Poiché gli effetti della velocità di allungamento di un link non sono influenzati dalle 
velocità degli altri link, posso concentrami solo su un link alla volta sfruttando la 
possibilità di utilizzare il principio di sovrapposizione degli effetti. 
La seguente soluzione al caso proposto si basa sull’utilizzo delle velocità fittizie per la 
formulazione dei rapporti di velocità, in particolare nelle seguenti formulazioni per 
semplificare il procedimento è stata assunta unitaria la velocità di allungamento del link 
i-esimo ( i L ). Inoltre le dimostrazioni sotto riportate si basano fondamentalmente 
sull’utilizzo delle proprietà del prodotto vettoriale e scalare . 
Come sistemi di riferimento sono impiegati sistemi di riferimento solidali con la base, 
con i centri di massa o con l’end-effector. 
I versori di ogni sistema di riferimento formano una base ortonormale destrorsa. 
Inoltre una precisazione meritano le convenzioni di segno impiegate: le velocità 
angolari e tangenziali sono assunte positive se descrivono un moto circolare antiorario, 
negative ovviamente nell’altro caso. 
Anche il verso degli assi di rotazione citati tiene conto di questo poiché il versore della 
velocità angolare coincide con il corrispondente versore dell’asse di rotazione. 
Infine la notazione utilizzata per la rappresentazione dei vettori e delle operazioni tra 
essi coincide con quella comunemente utilizzata nell’ambito dell’ingegneria meccanica, 
visto che lo scopo è proprio quello di focalizzare l’attenzione solo sugli aspetti 









La velocità di allungamento del link i-esimo ha due effetti: 
 
1.  Rotazione del punto   p G  (end-effector) attorno all’asse contenente il lato del 
triangolo della base opposto all’estremo fisso del link i-esimo. 
2.  Rotazione del link i-esimo stesso attorno ad un asse di istantanea rotazione 










i L  è la velocità di allungamento del link i-esimo ed ha come versore   i u . 
i v ,con versore  i uv , è un vettore perpendicolare al piano contenente i due link 
opposti al link i-esimo e ruota attorno all’asse contenente il lato del triangolo della 
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Il pedice i indica quale link è assunto come coordinata libera 
(i=1,2,3).
 
Figura 3.5 Comportamento dell’end-effector all’allungamento del link  1 L . 
 
o  i ua  è il versore dell’asse di istantanea rotazione del link  i L . L’asse di istantanea 
rotazione ha la proprietà di essere perpendicolare al piano intercettato dal raggio 
ed alla velocità tangenziale di qualsiasi suo punto. Il raggio ha la direzione 
coincidente ovviamente con 
.
i L  , essendo questa una velocità di tipo radiale. Dalla 











Questo versore viene traslato in modo da fare coincidere il suo punto di applicazione 
con l’estremo  del link i-esimo in comune con la piattaforma fissa . Si osservi che tale 
versore coincide con la direzione del lato della base opposto al link i-esimo solo se gli 
altri due link sono congruenti tra loro. 
 
o  i vt  è la velocità tangenziale del link i-esimo all’estremo   p G derivante dalla 
rotazione del link  i L in virtù del suo stesso allungamento. Il suo versore è indicato 




















Il modulo di  i vt  risulta essere la proiezione di  i v  su  i ut ,perciò il vettore sarà: 
i i i i ut ut v vt    ) (  
 
P H  
Hp è la matrice jacobiana : 
 
  3 p v v v H 2 1   
 
Questa matrice consente di calcolare la velocità dell’end-effector note le velocità delle 




Sono le matrici che note le velocità delle coordinate libere consentono di trovare le 
velocità angolari dei link. 
Essendo la velocità angolare ω pari a : 




u è il versore dell’asse di rotazione; 
v è modulo della velocità tangenziale; 
r  è la distanza dall’asse di rotazione. 
o  Velocità angolare trasmessa da un link sugli altri link. 
Applicando la notazione sopra proposta, di seguito vengono esaminate le velocità 
angolari come conseguenza dell’allungamento di un link sugli altri due.  










I moduli delle altezze dei tre triangoli che costituiscono la superficie laterale sono 
indicati con  1 h , 2 h , 3 h  e sono anche corrispondentemente la distanza di  1 v , 2 v  e 
3 v da CB, CA ed AB.  
. 





























o  Velocità angolare trasmessa al link i-esimo dal link stesso. 










Pertanto le matrici   ij L sono costituite dalle seguenti colonne: 
 
 
  s j
s j
s j
3 2 1 3
3 2 1 2
3 2 1 1
ω ω ω L
ω ω ω L






Infine a causa della presenza dell’accoppiamento prismatico tra i due link che annulla 






ij H  
Le matrici ij H   contengono dei rapporti di velocità in grado di mettere in relazione le 
coordinate libere con le velocità  dei centri di massa dei membri che costituiscono le 
tre catene cinematiche aperte tra la base e la piattaforma mobile. 38 
 
 
Analisi dei membri direttamente connessi alla base. 
I centri di massa dei membri direttamente connessi alla base , in virtù dell’architettura 
del manipolatore, possono soltanto ruotare. 
Pertanto è presente  la velocità tangenziale derivante dal moto circolare.  
 





o  Effetti dell’allungamento del link i-esimo sui centri di massa degli altri link.  
Con la notazione  ij r  si intende la distanza del centro di massa Gij dall’estremo fisso del 
link a cui appartiene. 
Per quanto riguarda i pedici delle velocità tangenziali di seguito proposte il primo sta ad 








1 v  
ua1 
1 vt  
21 r  
31 r  























































               
 
o  Velocità tangenziale del link i-esimo generata dal link stesso 
  Poiché il link in virtù del suo allungamento il link ruota, questa velocità 
tangenziale sarà pari a: 
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Figura 3.7 Velocità tangenziale del centro di massa  1 i G  provocata dall’allungamento 
del link i-esimo stesso.  
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Calcolo delle velocità dei centri di massa dei membri accoppiati con l’end 
effector. 
Il centro di massa di questi link è soggetto ad un moto traslatorio lungo la direzione 
radiale ed alla velocità tangenziale. 
o  Effetti prodotti dal link i-esimo sugli altri link 
 
Figura 3.8 Velocità tangenziale dei centri di massa degli altri membri direttamente 
connessi all’end-effector. 
In questo caso per la velocità tangenziale i primi due pedici indicano il centro di massa 






























































1 v  
ua1 
1 vt  
21 r  




o  Effetti del link i-esimo sul link stesso 
La prima espressione di seguito riportata risulta essere la velocità tangenziale di un 
centro di massa del secondo link di ogni catena cinematica a partire dalla base e 
viene originata dall’allungamento positivo o negativo del link medesimo. 
i s i it






2 2  
La seconda espressione indica la risultante delle velocità , composizione della velocità 
di allungamento e di quella tangenziale di rotazione. La risultante viene calcolata 
sfruttando il metodo del parallelogramma previsto per la somma vettoriale. 
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4. Matrici di rotazione 
Le matrici di rotazione forniscono l’orientamento di una terna di coordinate rispetto ad 
un’altra:i vettori colonna sono i coseni direttori degli assi della terna ruotata rispetto alla 
terna di partenza; rappresenta una trasformazione di coordinate che mette in relazione 
2 i G  
i
.
L   s i2 v  
2 i r  
it v  42 
 
le coordinate di uno stesso punto in due terne differenti(di origine comune); è 
l’operatore che consente di ruotare un vettore in una stessa terna di coordinate. 
 
Le matrici utilizzate di seguito saranno: 
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0 ) cos( ) sin(
0 ) sin( ) cos(
) (  
 
 Rx  
 
Queste matrici di rotazione sono impiegate secondo la modalità prevista dalla 
notazione di Cardano. 
 
4.1 Notazione di Cardano   
La notazione di Cardano equivale a considerare una sequenza di rotazioni su assi 
mobili  ) ( ' ' ) ( ' ) ( 1    X Y Z    
Per passare da un sistema di riferimento 2 ad un sistema di riferimento 1 si ricorre alla 
matrice  ) ) ) 21 (α R (β R ( R R x y z    
Con sistema 1 si intende convenzionalmente un sistema di riferimento fisso, quindi 
solidale alla piattaforma fissa, mentre con sistema 2 si intende un sistema mobile che 
risulta solidale con il link.  
Il sistema 1 è caratterizzato dai versori  {i1,j1,k1} mentre il sistema 2 è caratterizzato dai 
versori {i2,j2,k2}; entrambe le terne formano una base ortonormale e destrorsa. 
La notazione prevede: 
  La prima rotazione (  su Z1) deve portare l’asse Y sulla direzione del prodotto 
vettore di k1 e i2 (direzione ortogonale sia a Z1 che a X2); 
  La seconda rotazione (β su Y’) deve portare l’asse X’ su X2; 
  La terza rotazione (α su X’’=X2) deve allineare gli assi Y e Z della terna 







5.2  Applicazione al manipolatore 3-UPU 
 
Nel caso considerato  sono presenti giunti cardanici direttamente connessi alla 
piattaforma fissa, ciò limita i gradi di libertà altrimenti presenti se il collegamento non 
avvenisse con il telaio. 
Perciò la matrice RZ ha un angolo di rotazione nullo e pertanto verrà omessa. 
Per quanto riguarda l’angolo β esso risulta essere l’angolo compreso tra la proiezione 
dei link Li sulla piattaforma fissa e l’altezza del triangolo equilatero avente come vertici 



















Figura 3.11 Angolo α1. 
 
Si può calcolare il valore di questi angoli ricorrendo a calcoli che implicano l’impiego di 
formule trigonometriche. 
Considerato   u  versore generico perpendicolare al piano della base con verso positivo 
rispetto al versore  1 k del sistema di riferimento fisso. Questo versore è il risultato del 
prodotto vettoriale di qualsiasi coppia di vettori appartenenti al piano, ma non 






   











Dato che il prodotto scalare tra due versori è pari al coseno dell’angolo tra essi 
compreso si può concludere che: 
)) ( arccos( i i i hb vers ub     
i hb  è una delle tre altezze del triangolo equilatero ed il pedice i indica il pedice del link 
con cui ha un estremo in comune. 
Nella funzione trigonometrica non è specificato alcun intervallo di limitazione poiché i 
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piatto per ovvi motivi strutturali del robot stesso. La rappresentazione vettoriale 
successiva vuole sintetizzare quanto presentato: 
 
Figura 3.12 Versori impiegati per il calcolo di βi 






)) ( arccos( i i i hb vers u     
 
 
Figura 3.13 Versori impiegati per calcolare 
i  . 
i   
A 
B 






















Si dimostra in maniera semplificata il motivo della scelta degli angoli sopra riportati 
concentrando l’attenzione sul link  1 L ,ma facendo presente che quanto detto può 
essere reiterato anche per gli altri link. 
Presi due sistemi di riferimento, uno solidale alla base con origine coincidente con 
l’estremo fisso del link e con versori formanti una base ortonormale destrorsa 
  1 k j i , , 1 1 e l’altro solidale con il link con versori formanti la base ortonormale 
destrorsa  2 2 2 , , k j i   dove  2 k  risulta essere coincidente con lo sviluppo 
longitudinale del membro come previsto dalla letteratura di ingegneria meccanica. 
 
Figura 3.14 Sistema di riferimento fisso  1 S  e mobile  2 S . 
 
Applicando il metodo di Cardano si nota che  1 j  è già  2 1,i k   perché la prima 
rotazione prevista come già detto è nulla. 
Questo vuol dire che la seconda rotazione avviene attorno a  1 j  e porta  1 i  su  2 i , ma  
1 i  coincide già con  2 i  se e solo se  1   è nullo. Questo porta intuitivamente a 
concludere che sia proprio  1  l’angolo della seconda rotazione. Ma volendo dimostrarlo 
con una procedura più matematica si può seguire il seguente ragionamento:  1 k  
ovviamente subisce una rotazione sempre di angolo  1   attorno a   1 j ,il versore 
dell’asse corrente che descrive la posizione finale della rotazione di  1 k  è   
'
1 k . 
 
 
1 S  








1 k  è per definizione   piano contenente la piattaforma fissa, quindi sarà   
perpendicolare anche ad ogni versore appartenente al piano medesimo, allora  
1 k    i ub, mentre  
'
1 k     1 j  perché quest’ultimo asse di rotazione. Secondo il noto 
principio che asserisce che angoli compresi tra lati a due a due perpendicolari sono 
congruenti tra loro si conclude che l’angolo compreso tra il versore della proiezione del 
link i-esimo sulla piattaforma fissa ed il versore dell’altezza della medesima è 
congruente all’angolo compreso tra  1 k  e 
'
1 k . 
 





Infine per quanto riguarda la terza rotazione questa avviene su un piano che 
ovviamente deve essere    2 i ,essendo questo l’asse di rotazione. Ma  2 i     2 k  
perché appartengono entrambi alla medesima base ortonormale e   2 k  appartiene 
sicuramente al piano di rotazione essendo versore del sistema di riferimento finale. 
Inoltre  2 i    ) ( 1 hb vers  poiché  ) ( 1 hb vers  coincide con  1 j  e  1 j è l’asse della rotazione 
precedente. Pertanto il piano su cui avviene la rotazione è il piano  2 i  e contenente 
2 k  e  ) ( 1 hb vers . Affinchè  
'
1 k   vada a coincidere con  2 k   è necessario che compia 
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2 j  
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CAPITOLO 4 
Analisi cinematica di accelerazione  
1. Relazione tra analisi cinematica di velocità ed analisi cinematica     
di accelerazione 
L’operazione matematica fondamentale impiegata dal passaggio dall’analisi di velocità 
a quella di accelerazione è l’operazione di derivazione ; questo è dovuto al fatto che 
l’accelerazione è la derivata rispetto al tempo della velocità. 
Pertanto partendo dalla equazione fondamentale dell’analisi cinematica che lega 
velocità dell’end-effector e delle coordinate libere: 
. .
q H G p p   
Derivando entrambi i membri si ottiene : 
.. . . ..
q H q H G p p p    
Le coordinate libere di accelerazione sono ancora relative all’allungamento dei link. 
L’accelerazione dell’end-effector avrà come componenti :  
  l’accelerazione relativa  r a ; 
  l’accelerazione centripeta  c a ; 
  l’accelerazione di Coriolis  cor a ; 
  l’accelerazione angolare  ang a ; 
Sono contenute nel secondo termine della somma dell’equazione le componenti di 
Coriolis e centripeta essendo esse in diretta relazione con la velocità delle coordinate 
libere. Nel primo termine è contenuta l’accelerazione relativa e l’accelerazione 
angolare. Inoltre il secondo termine risulta essere noto in quanto le coordinate libere 
sono un dato del problema e la matrice risulta già nota dall’analisi della velocità. 50 
 
 
Figura 4.1 I diversi termini di accelerazione del link i-esimo. 
 
Per quanto riguarda l’accelerazione angolare la sua formula generale è: 
ang a =  r α  
α è la derivata della velocità angolare , r indica sempre la distanza radiale. 
L’accelerazione relativa in questo caso coincide con l’accelerazione delle coordinate 
libere, pertanto sarà pari a: 
r a = i
..
L  
La formulazione generale dell’accelerazione centripeta risulta essere: 
r a
2    c  
Dove r risulta essere il raggio di rotazione ed  il modulo della velocità angolare. 
Mentre l’espressione generale dell’accelerazione di Coriolis risulta essere : 
v ω acor   2  
ωè il vettore velocità angolare, mentre v è il vettore velocità radiale e nel caso 




   
 
c a  
r a  
cor a  
ang a  51 
 
 
1.1Calcolo di  p
.
H  
Nella formulazione di questa matrice si utilizza il principio di sovrapposizione degli 
effetti che consente di ipotizzare l’accelerazione dell’end-effector come composizione 
delle accelerazioni degli estremi mobili dei link. 
Ci si concentra sull’accelerazione centripeta e di Coriolis, essendo queste le 
accelerazioni riferibili alla matrice  p
.
H . 
Calcolo delle colonne della matrice oggetto di studio. 
Nel caso specifico per l’espressione dell’accelerazione centripeta si ricorre ad una 
formulazione utile a rendere evidente i seguenti rapporti di accelerazione (il termine è 
leggermente impropriato , ma serve per evidenziare la distinzione rispetto ai precedenti 
rapporti di velocità).   
Pertanto il vettore generico che costituisce la colonna della matrice  p
.
H sarà pari a: 
i is i i
i i i
i is i L
u ω ut uv
uv u
L a    

     2
1 1
   
 
1 1 1 1
1 1 1
1 1 1 2
1 1
u ω ut uv
uv u
L a    

     s s L
  
2 2 2 u ω ut uv
uv u
L a    

     s L
2
2 2 2
2 2 2 2
1 1
  
  3 3 3 3
3 3 3
3 3 3 2
1 1
u ω ut uv
uv u
L a    

     s L
  
 
  3 2 1
.





2. Accelerazione dei centri di massa  1 i G  
1 i G  sono i centri di massa dei link  accoppiati alla base con un giunto di tipo cardanico, 
perciò sono soggetti esclusivamente a moti di tipo circolare. 
Per quanto riguarda l’analisi della velocità la relazione che lega la velocità di 




q H G i i   
 






q H q H G i i i    
Grazie all’analisi della velocità già effettuata il secondo termine risulta essere noto ed 
al suo interno saranno contenute le componenti dell’accelerazione direttamente legate 
all’accelerazione dei membri, ossia la componente relativa e la componente angolare. 
Nel primo termine della somma sono contenute invece le componenti di accelerazione 
legate alla velocità che in questo caso coincidono con la sola componente centripeta, 
poiché analizzando una coordinata libera alla volta sfruttando il principio di 
sovrapposizione degli effetti si osserva che tutti i moti circolari coinvolti sono 
caratterizzati da un raggio costante e quindi per la sua stessa definizione la 
componente di Coriolis anche in questo caso non può essere presente. 
 
  Effetto dell’accelerazione del link i-esimo sui centri di massa degli altri 
link. 
I centri di massa degli altri link sono soggetti ad un moto circolare con asse i lati del 




Figura 4.2 Accelerazione dei centri di massa degli altri link. 
 
Il primo termine della somma sopra descritta contiene esclusivamente la componente 
centripeta e le colonne di tale matrice, avvalendosi anche di considerazioni 
geometriche oltre che cinematiche, possono essere calcolate con la seguente 
procedura: 
 
j j uv u h vers r












j j i j j i   
 
Il primo pedice indica il link a cui appartiene il centro di massa, l’ultimo pedice indica 
quale link in virtù del suo allungamento sta producendo il moto considerato. 
 
Accelerazione del link  1 L  
Effetto centripeto sul centro di massa  21 G  
1 1
1 21
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        
 
 
Accelerazione del link  2 L  
Effetto centripeto sul centro di massa  11 G  
2 2
2 11
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Accelerazione del link  3 L  
Effetto centripeto sul centro di massa  11 G  
3 3
3 11
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        
  Effetto dell’accelerazione del link i-esimo sul centro di massa  1 i G  
1 i G può compiere solo una rotazione attorno all’asse  i ua , trovato in precedenza, 







Figura 4.3 Accelerazione centripeta del centro di massa del membro stesso. 
 
L’espressione generica che mette in relazione la velocità di allungamento del link i-
esimo con l’accelerazione centripeta del centro di massa del membro facente parte 
della stessa catena cinematica con un estremo accoppiato alla base risulta essere: 
i i
i i i
i is i i L
ut uv
uv u
r a  

    
1 1
1 1   
Nelle prossime formulazioni il primo pedice indica sempre il link del centro di massa, 
l’ultimo indica il link che genera il moto ed in questo caso sono individuati dallo stesso 
numero perché coincidono. 
Analisi per ogni link: 







r a  

    
L
s   
 







r a  

    
L




1 i G  




ang a   i
..
L  56 
 







r a  

    
L
s   
Le matrici 
.
1 i H  risultano essere così definite: 
  311 211 111 11
.
a a a H   
  312 212 112 21
.
a a a H   
  313 213 113 31
.
a a a H   
 
 
3. Accelerazione dei centri di massa  2 i G  
2 i G  sono i centri di massa dei link accoppiati ai link precedenti attraverso 
accoppiamenti di tipo prismatico. 
Sono caratterizzati da un’accelerazione composta da: 
  accelerazione relativa; 
  accelerazione angolare; 
  accelerazione centripeta; 
  accelerazione di Coriolis; 
Quest’ultima in questo caso è presente poiché essendo il link accoppiato all’altro 
mediante un accoppiamento di tipo prismatico questo è soggetto alla traslazione lungo 
l’asse coincidente con lo sviluppo longitudinale del link stesso. 
Inoltre per l’accelerazione centripeta e di Coriolis è necessario precisare che 
l’accoppiamento prismatico annulla tutti i gradi di libertà relativi alle rotazioni relative di 
un membro rispetto all’altro, perciò il link   i2 L  dal punto di vista della rotazione si 
comporta come un corpo rigido con il link   1 i L .Quindi velocità angolare ed 
accelerazione angolare dei due link risultano essere coincidenti. 
Per quanto riguarda l’analisi della velocità la relazione che lega la velocità di 
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q H q H G i i i    
Per quanto riguarda il secondo termine della somma esso è costituito da tutti termini 
noti, contiene al suo interno le componenti dell’accelerazione relativa ed angolare. 
Invece il primo termine dell’ espressione contiene la matrice  2
.
i H  che non è nota. 
Questo termine contiene sia l’accelerazione centripeta, sia l’accelerazione di Coriolis. 
  Effetto dell’accelerazione del centro di massa del link i-esimo sui centri di 
massa degli altri link. 
I centri di massa degli altri link sono soggetti ad un moto circolare con asse i lati del 
triangolo della base e con raggio la distanza dei centri medesimi dall’asse considerato. 
 
 





La relazione tra accelerazione centripeta e velocità di allungamento dei link è espressa 
tramite la seguente formulazione generica: 
j j uv u h vers r
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Accelerazione del link  1 L  
Effetto centripeto sul centro di massa  22 G  
1 1
1 22
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Accelerazione del link  2 L  
Effetto centripeto sul centro di massa  12 G  
2 2
2 12
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Accelerazione del link  3 L  
Effetto centripeto sul centro di massa  12 G  
3 3
3 12
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  Effetto dell’accelerazione del link i-esimo sul centro di massa  2 i G  
2 i G può compiere  una rotazione attorno all’asse con versore  i ua , trovato in 
precedenza , di raggio  2 i r ed inoltre può traslare radialmente con una velocità 




Figura 4.5 Accelerazione del centro di massa  2 i G  
 
L’espressione generica che mette in relazione la velocità di allungamento del link i-
esimo con l’accelerazione centripeta e l’accelerazione di Coriolis del centro di massa 
del membro facente parte della stessa catena cinematica e con un estremo accoppiato 
all’end-effector risulta essere: 
) ( 2
1 1 .
2 2 i i i i
i i i
i is i i L
L vers ω ut uv
uv u
r a    

       
Il primo pedice indica sempre il link del centro di massa, l’ultimo indica il link che 
genera il moto ed in questo caso sono individuati dallo stesso simbolo perché 
coincidono. 
Analisi per ogni link: 
1 L  
) 2
1 1 .
1 1 1 1
1 1 1
12 1 121 L vers( ω ut uv
uv u
r a    

     s s L
  
2 i G  
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1 1
L vers ω ut uv
uv u
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32 3 323 L vers ω ut uv
uv u
r a    
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2 i H  risultano essere così definite: 
  321 221 121 12
.
a a a H   
  322 222 122 22
.
a a a H   
  323 223 123 32
.














1 Approccio Newtoniano 
Le analisi di tipo newtoniano che consentono di stabilire una relazione tra forze o 
momenti e le accelerazioni dei membri del meccanismo medesimo possono essere sia 
di tipo dinamico inverso o cinetostatico , sia di tipo dinamico diretto. La differenza 
principale tra i due tipi di analisi risiede nelle grandezze note ed incognite, per quanto 
riguarda l’analisi cinetostatica essendo nota la legge di moto ad un certo istante t si 
ricavano le forze ed i momenti in grado di equilibrare il sistema, al contrario nell’analisi 
dinamica diretta le grandezze di partenza sono forze e momenti e le condizioni inziali di 
moto in termini di posizione, velocità ed accelerazione dalle quali si ricavano i valori 
delle grandezze cinematiche oggetto di interesse ad un certo istante t diverso da quello 
iniziale. Anche per quanto riguarda il metodo risolutivo c’è una sostanziale differenza : 
nell’analisi dinamica diretta è necessario integrare numericamente una o più equazioni 
differenziali e la soluzione risulta essere funzione del tempo, mentre nell’analisi 
dinamica inversa è necessario risolvere un sistema di equazioni algebriche e la 
soluzione come già citato sopra è un insieme di forze e coppie ad un certo istante t. 
Risultano invece essere note in entrambi i casi le masse dei membri e le forze esterne. 
In generale con l’approccio newtoniano le forze scambiate nelle coppie sono presenti 
nella formulazione , il sistema di equazioni impiegato risulta essere piuttosto 
consistente e l’analisi cinematica permette di esprimere le accelerazioni delle singole 
parti in funzione della velocità ed accelerazione delle coordinate libere. Circa l’ultimo 
punto si ravvisa pertanto la necessità di eseguire l’analisi cinematica 
antecedentemente all’analisi dinamica. 
2 Descrizione del caso presentato 
Nel caso presentato si utilizza il metodo tipico dell’analisi dinamica inversa e tale scelta 
dipende dalle finalità per le quali l’analisi stessa è condotta. Inoltre nella risoluzione  
proposta di seguito, l’obiettivo non è quello di trovare tutte le forze ed i momenti 
scambiati tra tutti i giunti, comprese anche le reazioni vincolari, ma calcolare le forze  
che devono essere trasmesse ai giunti prismatici i quali, essendo dei giunti attuati, 
forniscono un’informazione precisa di quale debba essere la forza che gli attuatori 62 
 
devono trasmettere in modo che l’end-effector realizzi la legge di moto desiderata. 
Quindi il focus dell’analisi risulta essere la forza trasmessa al giunto prismatico perché 
fornisce informazioni utili oltre che per le funzioni di comando e controllo, anche per la 
scelta del dimensionamento e della tipologia dell’attuatore e ciò è determinato dalla 
funzione che deve adempiere il robot ed in ultima analisi dalle leggi di moto che l’end-
effector deve realizzare. Inoltre tutte le relazioni presentate nel prossimo paragrafo 
hanno validità in condizioni di non singolarità e per semplificare il problema sono 
assunte le seguenti ipotesi: 
  La struttura è senza errori geometrici, non ci sono flessioni da parte dei giunti e 
dei link; 
  Il gioco ai giunti è assunto essere infinitesimo; 
  Gli effetti termici non sono considerati. 
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2.1 Matrici d’inerzia 
Il momento d’inerzia è una misura della resistenza del corpo a mutare la sua velocità 
rotazionale, è una grandezze fisica utile per descrivere il comportamento dinamico dei 
corpi in rotazione attorno ad un asse. Tale grandezza tiene conto di come è distribuita 
la massa del corpo attorno all’asse di rotazione e dà una misura dell’inerzia del corpo 
rispetto alle variazioni del suo stato di moto rotatorio. Nell’analisi proposta, essendo 
effettuata nello spazio, esistono tre momenti d’inerzia per ogni membro corrispondenti 
ai tre assi di rotazione coincidenti ciascuno in direzione e verso ad uno dei versori che 
identifica il sistema di riferimento rispetto a cui si sta eseguendo il calcolo del momento 
d’inerzia stesso. Queste tre componenti fanno parte del tensore momento d’inerzia I  . 










































ij L  è il tipico momento d’inerzia di un’asta di lunghezza  ij L  calcolato rispetto ad un 




ij r  è il momento d’inerzia calcolato rispetto all’asse che coincide con lo sviluppo 
longitudinale dell’asta che ha una sezione circolare con raggio  ij r , per cui il momento è 
simile a quello di un disco. Questi tensori di inerzia sono calcolati rispetto ad un 
sistema di riferimento solidale con il membro, per renderlo riferito al sistema di 
riferimento fisso è necessario applicare la seguente formula: 
T
21 R I R I ij ijB 21   
21 R  è la matrice di rotazione già approfondita nel capitolo precedente, la formula è una 
tipica formula di cambiamento di base. 
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3. Procedura risolutiva 
Per quanto riguarda il robot di sola traslazione 3-UPU si propone un’ analisi come 
quella sopra descritta. I dati di partenza sono la velocità e l’accelerazione dell’end-
effector , per la risoluzione del problema  si trascura momentaneamente  invece la 
posizione. Tuttavia nella prassi operativa generale anche la posizione può essere un 
dato noto per completare l’informazione generale sulla legge di moto dell’end-effector. 
Inoltre essendo in possesso delle relazioni fondamentali che legano la velocità e 
l’accelerazione dell’end-effector con quelle delle coordinate libere è possibile giungere 
ai valori di quest’ultime. Si noti che i primi passaggi sono ancora passaggi di carattere 
cinematico che nulla hanno a vedere con la dinamica intesa in senso stretto, ma ciò è 
dovuto al fatto che le grandezze di partenza sono grandezze di carattere cinematico. Di 
seguito vengono proposti i passaggi che riassumono quanto descritto. La relazione 
fondamentale tra velocità dell’end-effector e delle coordinate libere che sono sempre le 
velocità di allungamento dei link è: 
. .
q H G p p      
Come già visto con operazioni di derivazione è possibile passare alle accelerazioni:   
.. . . ..
q H q H G p p p    
A questo punto è necessario isolare le incognite. La prima incognita è il vettore velocità 


















Il passo successivo risulta proprio quello di affrontare direttamente la dinamica. Per 
fare ciò si prende in considerazione il Secondo Principio della Dinamica fondamentale 
per l’approccio Newtoniano: 65 
 
a F m   
F ed a ,come già la notazione suggerisce, sono grandezze vettoriali e sono 
rispettivamente la forza e l’accelerazione, mentre m è una grandezza scalare ed indica 
la massa del corpo oggetto di analisi. Quest’ultima è una grandezza fisica che 
determina il comportamento dinamico dei corpi materiali quando sono soggetti 
all’influenza di forze esterne, in questo contesto ci si focalizza sulla massa inerziale 
che è proporzionale all’inerzia del corpo, la quale è la resistenza al cambiamento dello 
stato di movimento quando viene applicata una forza. Tornando alla formula proposta 
per renderla maggiormente aderente al problema trattato può essere espressa anche 
in questa forma : 
a F ) (x meq TOT   
Con  ) (x meq  si intende la somma di tutti i contributi inerziali, cioè sia masse, sia 
momenti di inerzia dei membri coinvolti nel moto. Per giungere ad una notazione così 
concisa a partire da tutte le forze e momenti in gioco è necessario  ridurre tutte le forze 
ed i momenti dell’end-effector assunto nell’analisi dinamica come coordinata libera. 
Pertanto si ricorre all’utilizzo di rapporti di velocità, facilmente calcolabili grazie alle 
matrici trovate durante l’analisi cinematica  e che consentono di concentrare 
l’attenzione solo sull’end-effector in maniera da ipotizzare una risultante delle forze 
avente come punto di applicazione l’end-effector. 
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m  è la massa della piattaforma mobile; 
ij m è la massa del link  ij L ; 
ij k è il rapporto di velocità tra il centro di massa  ij G  e  p G ; 
ij I  è la matrice di inerzia del link  ij L ; 





ij G  sono le accelerazioni dell’end-effector e del centro di massa del link  ij L ; 
La figura sotto riportata raffigura un link generico. 
 
Figura 5.2 Le masse di un link. 
La seconda sommatoria è così indicata per due motivi: 
  Due membri rigidi consecutivi accoppiati da un giunto prismatico hanno la 





tratta del membro direttamente connesso alla base o se si tratta del membro 
connesso alla piattaforma mobile, da qui l’utilizzo del solo pedice che identifica 
la catena cinematica aperta. 
  Il momento d’inerzia, espresso da una matrice per ovvi motivi tridimensionali, 
ha la caratteristica di essere una grandezza additiva, per cui la seconda 
sommatoria  del terzo addendo sfrutta tale proprietà. 
Finora la piattaforma mobile è stato ridotta ad un punto, tuttavia nella casistica reale 
essa ha delle dimensioni finite ed una massa non trascurabile in questo contesto, 
tuttavia è possibile continuare la trattazione immaginando l’end-effector coincidente 
con il centro di massa per due motivi fondamentali: 
  Il comportamento di tutti i punti di un corpo rigido di dimensioni finite sollecitato 
da una forza a traslare è uguale a quello del centro di massa dove si ipotizza 
concentrata tutta la massa; nel caso considerato la mutua distanza tra i punti 
della piattaforma mobile rimane costante quindi si può considerare la 
piattaforma mobile come un corpo rigido con le relative proprietà. 
  Anche a livello dinamico il fatto che il robot sia di pura traslazione semplifica 
molto l’analisi: la piattaforma per definizione non può ruotare, pertanto la 
distribuzione delle masse della piattaforma mobile determinerà la posizione del 
centro di massa , ma non sarà rilevante per il momento d’inerzia essendo 
questa una grandezza che moltiplica in ogni caso un valore nullo, 
l’accelerazione angolare della piattaforma mobile. 
Infine i rapporti di velocità introdotti servono a ridurre l’insieme delle forze e dei 
momenti in gioco sull’end-effector. L’espressione generica di tale rapporto di velocità, 
assumendo unitaria la velocità di allungamento del link i-esimo grazie all’impiego del 









Questo rapporto può essere esplicitato ricorrendo alle formulazioni già proposte 
nell’analisi cinematica, infatti dato che: 
. .
q H G p p   68 
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q H G ij ij   
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q H q H G i i i    
Il primo addendo della somma contiene , come già precisato le accelerazioni che sono 
in diretta relazione con le velocità delle coordinate libere, ossia l’accelerazione 
centripeta e di Coriolis. Per quanto riguarda il secondo addendo esso contiene in linea 
teorica le altre accelerazioni che hanno un legame diretto con l’accelerazione delle 
coordinate libere, ossia l’accelerazione relativa e l’accelerazione angolare. Tuttavia 
sapendo che per motivi strutturali i centri di massa dei membri direttamente connessi 
alla base mantengono una distanza costante  dall’estremo fisso a telaio l’accelerazione 
relativa sarà nulla, il secondo addendo quindi contiene solo l’accelerazione angolare. 
Ciò porta a concludere che: 
..
1q H L α i i i    
Tuttavia l’incognita è  i α  che comunque essendo noto  i L  risulta essere di facile 
risoluzione. Conoscendo già direzione e verso , infatti la direzione coincide con la 
direzione dell’asse di rotazione  i ua  ed il verso è indicato dal segno del prodotto 








Pertanto il vettore  i α  sarà pari a: 
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Le altre accelerazioni presenti nella formula sono state esplicitate nel corso dell’analisi 
cinematica. 
Il passo successivo è calcolare la forza scambiata ai giunti attivi  att F data   TOT F . La 
formula seguente mette proprio in relazione le due grandezze : 
TOT p att F H F
T   
att F  è un vettore che ha come componenti le forze trasmesse ai tre giunti attuati. 
Ovviamente qualora la situazione lo richieda, è possibile in maniera agevole partire da  
att F  e con le stesse relazioni sopra evidenziate opportunamente adattate è possibile 
ricavare l’accelerazione dell’end-effector. 
4. Effetto di giochi agli accoppiamenti sull’accuratezza dell’analisi 
Uno dei maggiori vantaggi dei robot paralleli ed in particolare di quelli di sola 
traslazione risiede nell’elevata accuratezza se confrontata con i robot seriali. Questa 
accuratezza può essere alterata da deformazioni della struttura del robot , dalle 
tolleranze dimensionali dei link e dai giochi ai giunti. Gli effetti della deformazione della 
struttura possono essere ridotti aumentando la rigidezza, quelli dovuti alle tolleranze 
dimensionali conducono ad errori prevedibili che possono essere corretti tarando il 
robot. Mentre i giochi ai giunti possono essere considerate le maggiori fonti di errore ed 
influenzano l’accuratezza e la ripetibilità. Perciò lo sviluppo di modelli previsionali per 
valutare in anticipo l’effetto dei giochi sull’accuratezza dello strumento diventano 
fondamentali.  70 
 
 
Figura 5.3 Giunto prismatico con gioco. 
Quando due membri sono collegati da un giunto prismatico la loro posizione effettiva 
può essere diversa da quella nominale, ciò è dovuto alla presenza di giochi che se da 
un lato hanno lo scopo di favorire lo scorrimento relativo limitando l’attrito, dall’altro 
possono compromettere l’accuratezza del modello di analisi proposto sopra e per 
quanto riguarda il giunto prismatico due sono i fenomeni principali che possono 




Figura 5.4 Le due diversi regioni di contatto. 
Il primo indica un errore di orientazione causato da un contatto lungo la sezione 
trasversale del membro, il secondo indica un errore di orientazione causato da una 
rotazione anomala di un membro rispetto all’altro attorno ad un asse di rotazione 
coincidente con la direzione dello sviluppo longitudinale dei due membri. Questi vanno 






La figura sottostante raffigura invece quali sono i punti di contatto nell’accoppiamento 
rotoidale che possono determinare effetti  di strizione. 72 
 
 
Figura 5.5  Sezione trasversale di un giunto rotoidale.  
c1,i1 , c2,i1, c3,i1  sono tre forze di contatto in corrispondenza ai punti Pi, K2 , K1 ; questi 
ultimi in via semplificatoria sono punti in cui si ipotizzano concentrate le forze che 
vengono a crearsi a causa dell’attrito. c2,i1, c3,i1  sono forze che vengono a crearsi in 
virtù della traslazione di un membro rispetto ad un altro lungo l’asse di rotazione del 
giunto rotoidale ed il gioco è pari ad  a ε ; c1,i1  è la forza applicata al centro di massa Pi  
ed è causata da uno spostamento ortogonale all’asse di rotazione del giunto rotoidale, 
il gioco in questo caso è pari a  d ε . Pertanto i giochi agli accoppiamenti creano una 
duplice distorsione: 
  Per quanto riguarda l’analisi cinematica l’ampiezza del gioco inficia 
l’accuratezza del dato concernente l’analisi di posizione ; inoltre per quanto 
riguarda il robot 3-UPU essendoci tre accoppiamenti per ogni catena gli 
accoppiamenti totali sono nove e quindi l’effetto di questi giochi risulta tutt’altro 
che trascurabile. Inoltre l’accoppiamento cardanico può essere ridotto a due 
accoppiamenti rotoidali con conseguente effetto moltiplicativo dei giochi. Infine 
questi giochi solitamente sono scarsamente soggetti a compensarsi per le 
diverse direzioni in cui si presentano e tutto ciò porta all’aggravarsi del 
problema. 73 
 
  Per quanto riguarda l’analisi dinamica la presenza di questi giochi creati anche 
con l’obiettivo di mitigare l’effetto di frizione qualora avvenga uno scostamento 
dalla posizione nominale dei membri vengono ad insorgere forze d’attrito 
radente statico o dinamico difficilmente quantificabili, queste forze per la loro 
natura si oppongono alla forze attive trasmesse dagli attuatori. 
Queste considerazioni hanno lo scopo di mettere in luce come i modelli sopra proposti 
se da un lato hanno lo scopo di presentare in maniera particolarmente intuitiva l’analisi 
cinematica e dinamica, dall’altro non tengono conto di aspetti che possono inficiare la 
loro stessa validità. Il sistema di controllo che governa gli attuatori deve invece essere 
in grado di affrontare anche questi aspetti per poter esaltare le doti di precisione dei 
robot paralleli altrimenti irrimediabilmente compromesse.  
 
 
4.1 Distribuzione dell’errore nello spazio di lavoro 
Poiché l’errore della posa del manipolatore dipende dalla sua posizione nominale si 
propone nella prossima figura un algoritmo che illustra una modalità operativa di 
risoluzione del problema. 74 
 
 
Figura 5.6  Diagramma  che descrive l’algoritmo. 
Quando tutti gli attuatori sono bloccati , la piattaforma dovrebbe essere nella sua 
posizione nominale, tuttavia a causa dei giochi la piattaforma mobile può venirsi a 
trovare in una posizione leggermente differente da quella nominale. Questa differenza 
dipende da: 
  Dai carichi applicati ; 
  Dall’entità dei giochi ai giunti; 
  Dalla posizione nello spazio di lavoro; 
Quest’ultimo punto è motivato dal fatto che la posizione della piattaforma mobile 
influisce anche su forze e momenti presenti ai giunti. 75 
 
 
Figura 5.7 Distribuzione dell’errore di posizione su tutto lo spazio di lavoro. 
I grafici sopra riportati raffigurano la distribuzione dell’ errore di posizione sullo spazio 
di lavoro di un robot 3-UPU,  P E  indica il modulo dell’errore di posizione dell’end-
effector. Si osserva che il massimo errore di posizione è ottenuto nella regione dove si 
ha un cambiamento di configurazione del giunto prismatico che porta ad una diversa 







Figura 5.8  Errore di orientamento della piattaforma mobile su tutto lo spazio di lavoro 
Rispetto ai precedenti, questi grafici misurano l’errore in termini di angolo   rispetto 
alla posizione nominale. I picchi di errore si verificano anche in questo caso nelle 
regioni dello spazio di lavoro in cui si presentano i fenomeni sopra descritti. Inoltre 
un’osservazione importante riguarda il fatto che discontinuità nell’errore di orientazione 
si verificano ogniqualvolta ci sono anche discontinuità nell’errore di posizione. 




Figura  5.9 Spazio di lavoro non controllato a causa del gioco. 
L’errore causato dai giochi ai giunti può essere rappresentato graficamente , come 
nella figura sopra proposta, dove è raffigurato un manipolatore 3-UPU stilizzato ed in 
corrispondenza dell’end-effector è rappresentato uno spazio di lavoro in sei dimensioni 
( tre relative all’orientazione, tre relative alla posizione) che indicano la regione non 
controllabile. La posizione di  p O  può variare all’interno di una sfera con diametro  Ep 2 , 
la direzione dello spostamento è variabile all’interno della regione di spazio racchiusa 
da un cono con vertice coincidente con  p O . 
5 Matrice d’inerzia generalizzata (GIM) 
Sono stati presentati in letteratura molti modelli dinamici per architetture parallele. 
Alcuni di essi sono basati sulle formulazioni di Newton-Eulero o su Lagrange o su altri 
come Baiges e Duffy, 1996; Tsai, 2000; Wang e Gosselin, 1998. Tutte le formulazioni 
mostrano come il comportamento dinamico dei manipolatori dipenda dalla loro inerzia 
generalizzata (GIM). GIM di un manipolatore a n-DOF è una matrice nn simmetrica 
definita positiva che può essere ottenuta attraverso l’energia cinetica del manipolatore. 
GIM dipende perciò dalla configurazione del manipolatore e dai suoi autovalori reali e 
positivi. Al fine di fornire uno strumento utile per una valutazione dinamica del 
manipolatore è stata presentata una interpretazione geometrica del GIM da Asada e 78 
 
Cro Granito, 1985; Yoshikawa, 1990; Wienset, 1989 che si basa sul concetto di GIE 
(Generalized Inertia Ellipsoid). Si tratta di uno strumento di analisi che fornisce una 
rappresentazione delle caratteristiche dinamiche di un manipolatore. Il GIE di un 
manipolatore di n-DOF è un ellissoide generalizzato con n assi principali le cui 
lunghezze dipendono dagli autovalori della matrice GIM, in particolare sono la radice 
quadrata di tali autovalori. Le configurazioni dove il GIE è una sfera (dovuto al fatto che 
gli autovalori sono congruenti) sono chiamate configurazioni dinamicamente isotrope. 
Quando un manipolatore assume configurazioni di questo tipo, qualsiasi modifica 
venga apportata al suo stato di moto, l’intensità delle forze d’inerzia risulta essere 
indipendente o quasi da questi cambiamenti in termini di direzione e verso. 
Un’altra proprietà è la  Swiftness del manipolatore, ossia la capacità del manipolatore 
di provocare elevate accelerazioni dell’end-effector attraverso variazioni delle forze 
attive. A partire dagli studi di De Gregorio e Parenti Castelli invece si è cercato di 
effettuare un’analisi del comportamento dinamico dei manipolatori a 3-DOF attraverso 
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p m  è la massa della piattaforma mobile ed  ij m  è la massa del link ij. 
5.1 Indici dinamici 
Una configurazione di un manipolatore a 3 DOF è dinamicamente isotropica quando gli 





















Risulta pari ad uno solo in caso di configurazioni isotropiche ed è minora ad uno negli 
altri casi. Se i parametri inerziali e geometrici del manipolatore sono assegnati, tale 
relazione è un’equazione scalare in tre incognite. 79 
 
Nello spazio di configurazione del manipolatore ( spazio tridimensionale in cui le 
coordinate sono le coordinate generalizzate del manipolatore), l’equazione è 
espressione analitica  del luogo geometrico di tutti i punti aventi aventi la medesima 
isotropia dinamica. Una configurazione garantisce si definisce isotropica quando 
l’entità della accelerazione impressa al dispositivo terminale non dipende dalla 
direzione della forza e ciò garantisce massima manipolabilità ed accuratezza del robot. 
Di seguito è proposta una rappresentazione grafica elaborata dal software MATLAB 
che raffigura la distribuzione del valore assunto da tale indice. 


















Figura 5.10 Rappresentazione della distribuzione del valore dell’indice  1 D  nello spazio 







L’indice  2 D  misura la proprietà di un manipolatore di poter accelerare il suo end-
effector. Come l’accelerazione, la swiftness dipende dalla configurazione del 
manipolatore. Inoltre è ovvio che maggiore sarà la massa dell’end-effector, minore sarà 
il valore assunto da questo indice. In particolare, maggiore è la media aritmetica degli 
autovalori della matrice N , minore sarà l’accelerazione che l’end-effector può 
raggiungere in tale configurazione. Pertanto il valore dell’indice  2 D sarà: 
3 2 1
3
x x x  
 2 D  
Risulta essere una misura della swiftness del manipolatore in una configurazione data. 


















Figura 5.11 Distribuzione del valore dell’indice  2 D nello spazio di lavoro con massa 
della piattaforma pari a 0,05 kg e masse dei membri 0,01 kg. 
Osservando entrambi i grafici si desume che la configurazione ottimale sia quella 




Lo scopo di questa tesi è stato affrontare con un certo grado di precisione l’analisi 
completa del robot manipolatore 3-UPU; soprattutto nell’ambito dell’analisi cinematica 
si è proceduto con un metodo tale da evitare qualsiasi approssimazione che possa 
distorcere quanto avviene a livello di moto nel robot. Tuttavia nel perseguire questo 
obiettivo ci si è avvalsi di metodi semplici di cui si sono sfruttate le potenzialità che 
hanno se impiegati adeguatamente. Poi è stata proposta anche l’analisi dinamica che 
ha avuto come incognite quelle più rilevanti al fine del calcolo delle prestazioni richieste 
per adempiere ad una certa funzione.  
Tutte le grandezze che si sono dovute calcolare rendono abbastanza celere il calcolo 
di indici dinamici che hanno lo scopo di misurare le prestazioni. Questi indici hanno 
trovato anche una rappresentazione grafica mediante l’implementazione del 
programma in MATLAB . 
Infine si sono presentati i limiti di questa analisi che non tiene conto delle tolleranze 
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%% per memorizzare i risultati 
indice1=zeros(21,21,21); 
indice2=zeros(21,21,21); 
indice3 = 0; 
indice3cont = 0; 
  
%% per il grafico 
[X,Y,Z] =meshgrid(-10:1:10,-10:1:10,5:1:25); 
  

































    ii=i+11; 
    for j=-10:1:10 
        jj=j+11; 
        for k=5:1:25 
            kk=k-4; 















%% versori Li 
uvL1 = vvL1/norm(vvL1); 
uvL2 = vvL2/norm(vvL2); 










%% direzione effetto Li 
ueL1 = cross(uvL2,uvL3)/norm(cross(uvL2,uvL3)); 
ueL2 = cross(uvL3,uvL1)/norm(cross(uvL3,uvL1)); 
ueL3 = cross(uvL1,uvL2)/norm(cross(uvL1,uvL2)); 
  
  
%% rapporti di velocità che formano la matrice Jacobiana 
veL1 = 1/(uvL1*ueL1')*ueL1; 
veL2 = 1/(uvL2*ueL2')*ueL2; 
veL3 = 1/(uvL3*ueL3')*ueL3; 
  
MHp = [veL1',veL2',veL3']; 
  
%% vettori della base della piramide 
vvAB = B-A; 
vvBC = C-B; 
vvCA = A-C; 
vvAC = C-A; 
  
%% versori della base della piramide 
uvAB = vvAB/norm(vvAB) ; 
uvBC = vvBC/norm(vvBC) ; 
uvCA = vvCA/norm(vvCA) ; 
%% versori altezze della superficie laterale 
uaL1 = cross(ueL1,vvBC)/norm(cross(ueL1,vvBC)) ; 
uaL2 = cross(ueL2,vvCA)/norm(cross(ueL2,vvCA)) ; 
uaL3 = cross(ueL3,vvAB)/norm(cross(ueL3,vvAB)) ; 
  
%% moduli altezze 
maL1 = vvL2*uaL1'; 86 
 
maL2 = vvL3*uaL2'; 
maL3 = vvL1*uaL3'; 
  
%% vettore velocità angolari trasmesse agli altri links 
omega1 = norm(veL1)/maL1*uvBC; 
omega2 = norm(veL2)/maL2*uvCA; 
omega3 = norm(veL3)/maL3*uvAB; 
%% versore dell'asse di istantanea rotazione del link i-esimo 
ua1 = cross(veL1,L1)/norm(cross(veL1,L1));  
ua2 = cross(veL2,L2)/norm(cross(veL2,L2)); 
ua3 = cross(veL3,L3)/norm(cross(veL3,L3)); 
%% versore normale alla base della piramide 
up = cross(vvAB,vvAC)/norm(cross(vvAB,vvAC)); 
  
%% versori delle tre altezze del triangolo equilatero di base 
uh1 = cross(uvBC,up)/norm(cross(uvBC,up)); 
uh2 = cross(uvCA,up)/norm(cross(uvCA,up)); 
uh3 = cross(uvAB,up)/norm(cross(uvAB,up)); 
%% versore della proiezione ortogonale del link i-esimo piano della base 
upL1 = cross(up,ua1)/norm(cross(up,ua1)); 
upL2 = cross(up,ua2)/norm(cross(up,ua2)); 
upL3 = cross(up,ua3)/norm(cross(up,ua3)); 
%% angoli impiegati nella seconda rotazione della notazione di Cardano 
beta1 = acos(uh1*upL1'); 
beta2 = acos(uh2*upL2'); 
beta3 = acos(uh3*upL3'); 
  
%% angoli impiegati nella terza rotazione della notazione di Cardano 
alpha1 = pi/2 - acos(uvL1*uh1'); 
alpha2 = pi/2 - acos(uvL2*uh2'); 
alpha3 = pi/2 - acos(uvL3*uh3'); 
  
%% versore della velocità tangenziale 
ueLp1 = cross(ua1,L1)/norm(cross(ua1,L1)); 
ueLp2 = cross(ua2,L2)/norm(cross(ua2,L2)); 
ueLp3 = cross(ua3,L3)/norm(cross(ua3,L3)); 
%% vettore velocità tangenziale 
veLp1 = (veL1*ueLp1')*ueLp1; 
veLp2 = (veL2*ueLp2')*ueLp2; 










L1j = [omega1s',omega2',omega3']; 
L2j = [omega1',omega2s',omega3']; 
L3j = [omega1',omega2',omega3s']; 
  
%% vettori effetto della velocità i sul braccio j1 veLij 
veL12 = (r21/norm(vvL2))*veL1; 87 
 
veL13 = (r31/norm(vvL3))*veL1; 
  
veL21 = (r11/norm(vvL1))*veL2; 
veL23 = (r31/norm(vvL3))*veL2; 
  
veL31 = (r11/norm(vvL1))*veL3; 
veL32 = (r21/norm(vvL2))*veL3; 
%% vettori effetto della velocità i sul braccio i1. 
veL1s = cross(omega1s,r11*uvL1); 
veL2s = cross(omega2s,r21*uvL2); 
veL3s = cross(omega3s,r31*uvL3); 
  
H11 = [veL1s',veL21',veL31']; 
H21 = [veL12',veL2s',veL32']; 
H31 = [veL13',veL23',veL3s']; 











%% effetto della velocità del link i sulla velocità complessiva del link i2 
veL11t =veL11s + uvL1; 
veL22t =veL22s + uvL2; 





%% Calcolo delle matrici di inerzia Iij 
R11 =0.4 ; 
R21 =0.4 ; 
R31 =0.4 ; 
R12 =0.1 ; 
R22 =0.1 ; 
R32 =0.1 ; 
  
I11 =m11*[1/3*r11^2 0 0; 0 1/3*r11^2 0; 0 0 1/2*R11^2] ; 
I12 =m12*[1/3*r12^2 0 0; 0 1/3*r12^2 0; 0 0 1/2*R12^2] ; 
I21 =m21*[1/3*r21^2 0 0; 0 1/3*r21^2 0; 0 0 1/2*R21^2] ; 
I22 =m22*[1/3*r22^2 0 0; 0 1/3*r22^2 0; 0 0 1/2*R22^2] ; 
I31 =m31*[1/3*r31^2 0 0; 0 1/3*r31^2 0; 0 0 1/2*R31^2] ; 
I32 =m32*[1/3*r32^2 0 0; 0 1/3*r32^2 0; 0 0 1/2*R32^2] ; 
%% Rx(alpha) 
% Xalpha=[ 1,0,0; 
%     0,cos(alpha1),-sin(alpha1); 
%     0,sin(alpha1),cos(alpha1)]; 
%  
%% Ry(beta) 
% Ybeta=[ cos(beta),-sin(beta),0; 88 
 
%      0,1,0; 
%      -sin(beta),0,cos(beta)]; 
















%% calcolo della matrice N=mp*Hp'*Hp+S[mij*Hij'*Hij + Lij'*Iij*Lij] 
mp=0.5 ; 
  
%%N = mp*(MHp'*MHp) +m11*(H11'*H11) +L1j'*I11B*L1j 
%%+m12*(H12'*H12)+L1j'*I12B*L1j+ m21*(H21'*H21) 
%%+L2j'*I21B*L2j+m22*(H22'*H22) + L2j'*I22B*L2j + m31*(H31'*H31) 
%%+L3j'*I31B*L3j + m32*(H32'*H32) + L3j'*I32B*L3j;  
  
N =mp*(MHp'*MHp); 
N =N + m11*(H11'*H11) + m12*(H12'*H12) +m21*(H21'*H21) + m22*(H22'*H22) 
+m31*(H31'*H31) + m32*(H32'*H32) ; 
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    end 
end 
  
























%%  vettori che formano la derivata della matrice jacobiana 
a1 = -omega1s*vvL1*(1/norm(vvL1))*(((1/(uvL1*ueL1'))*ueL1)*ueLp1') + 
cross(2*omega1s,uvL1);  
a2 = -omega2s*vvL2*(1/norm(vvL2))*(((1/(uvL2*ueL2'))*ueL2)*ueLp2') + 
cross(2*omega2s,uvL2); 
a3 = -omega3s*vvL3*(1/norm(vvL3))*(((1/(uvL3*ueL3'))*ueL3)*ueLp3') + 
cross(2*omega3s,uvL3); 
  
dMHp = [a1',a2',a3']; 
  




%% Effetto dell'accelerazione del link L2 su Gk1 con k diverso da 2 
a112 = -omega2*(r11*uvL1*uaL2')*uaL2*(1/(r11*uvL1*uaL2'))*(1/(uvL2*ueL2')); 
a312 = -omega2*(r31*uvL3*uaL2')*uaL2*(1/(r31*uvL3*uaL2'))*(1/(uvL2*ueL2')); 
  
%% Effetto dell'accelerazione del link L3 su Gk1 con k diverso da 3 
a113 = -omega3*(r11*uvL1*uaL3')*uaL3*(1/(r11*uvL1*uaL3))*(1/(uvL3*ueL3')); 
a213 = -omega3*(r21*uvL2*uaL3')*uaL3*(1/(r21*uvL2*uaL3))*(1/(uvL3*ueL3')); 
  
%% Effetto dell'accelerazione del link i-esimo sul centro di massa Gi1 
a111 = -omega1s*r11*uvL1*(1/norm(vvL1))*((1/(uvL1*ueL1'))*ueL1*ueLp1'); 
a212 = -omega2s*r21*uvL2*(1/norm(vvL2))*((1/(uvL2*ueL2'))*ueL2*ueLp2'); 
a313 = -omega3s*r31*uvL3*(1/norm(vvL3))*((1/(uvL3*ueL3'))*ueL3*ueLp3'); 
  
%%Derivate delle matrici Hi1 
dH11 = [a111',a211',a311']; 
dH21 = [a112',a212',a312']; 
dH31 = [a113',a213',a313']; 
  
%% Effetto dell'accelerazione di L1 su Gk2 con k diverso da 1 
a221 = -omega1*(r22*uvL2*uaL1')*uaL1*(1/(r22*uvL2*uaL1'))*(1/(uvL1*ueL1')*ueL1); 
a321 = -omega1*(r32*uvL3*uaL1')*uaL1*(1/(r32*uvL3*uaL1'))*(1/(uvL1*ueL1')*ueL1); 
  
%% Effetto dell'accelerazione di L2 su Gk2 con k diverso da 2 
a122 = -omega2*(r12*uvL1*uaL2')*uaL2*(1/(r12*uvL1*uaL2'))*(1/(uvL2*ueL2')*ueL2); 
a322 = -omega2*(r32*uvL3*uaL2')*uaL2*(1/(r32*uvL3*uaL2'))*(1/(uvL2*ueL2')*ueL2); 
  90 
 
%% Effetto dell'accelerazione di L3 su Gk2 con k diverso da 3 
a123 = -omega3*(r12*uvL1*uaL3')*uaL3*(1/(r12*uvL1*uaL3'))*(1/(uvL3*ueL3')*ueL3); 
a223 = -omega3*(r22*uvL2*uaL3')*uaL3*(1/(r22*uvL2*uaL3'))*(1/(uvL3*ueL3')*ueL3); 
  
%%  Effetto dell'accelerazione del link i-esimo sul centro di massa Gi2 
a121 =-omega1s*r12*uvL1*(1/norm(vvL1))*((1/(uvL1*ueL1'))*ueL1*ueLp1')  
+cross(2*omega1s,uvL1);  





%%Derivate delle matrici Hi2 
dH12 = [a121',a221',a321']; 
dH22 = [a122',a222',a322']; 
dH32 = [a123',a223',a323']; 
  
%% Velocità v [m/s] ed accelerazione a [m/s^2] dell'end-effector 
v = [0,0,1]; 
a = [0,0,2]; 
  
%% vettore velocità delle coordinate libere 
q=(v*inv(MHp)); 
%% vettore accelerazione delle coordinate libere 
acc=((a-dMHp*q)*inv(MHp)); 



















%% forza risultante ridotta 
Ftot= mp*a; 
Ftot= Ftot+alfa1*(I11*k11+I12*k12)+alfa2*(I21*k21+I22*k22)+alfa3*(I31*k31+I32*k32); 
Ftot= Ftot+m11*acc11*k11+m21*acc21*k21+ m31*acc31*k31+m12*acc12*k12 
+m22*acc22*k22+m32*acc32*k32; 
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